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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
 
За последнее десятилетие в РФ открылись технические университеты для подготовки специалистов 

различного профиля: "Техническая физика", "Энергообеспечение предприятий", "Пожарная безопас-
ность", "Инженерная защита окружающей среды", "Энергосбережение и энергоаудит", "Теплогазоснаб-
жение и вентиляция" и др. 

Теоретической основой для многих общих профессиональных (ОПД) и специальных дисциплин 
(СД), являются основы технической теплофизики, математической физики и тепломассообмена, кото-
рые включают теоретические основы теплопроводности и массопроводности в стационарном и неста-
ционарном режимах, вопросы теплообмена в специфических условиях, численное моделирование, а 
также определение теплофизических свойств материалов. 

В монографии изложены некоторые теоретические вопросы решения задач теплопроводности при 
стационарном режиме плоской, угловой, цилиндрической стенки. Рассмотрен принцип наложения тем-
пературных полей, метод итерации и релаксации температурного поля, графического изображения теп-
лового потока и электротепловой аналогии. Приводится стационарная теплопроводность при внутрен-
нем тепловыделении в пластине, цилиндре, стержне, при наличии фильтрации и при переменном коэф-
фициенте теплопроводности.  

Монография рассматривает вопросы нестационарной теплопроводности при различных граничных 
условиях (регулярный, квазистационарный, упорядоченный тепловой режим) в телах различной формы, а 
также распространения тепла и температурных волн в полуограниченном пространстве. Массовопровод-
ность капиллярно-пористых тел включает разделы влаго-, паро- и воздухопроницаемости.  

Монография также посвящена разработке научно-методологи-ческих основ, метрологических ха-
рактеристик и приборного обеспечения, для определения теплофизических свойств материалов методом 
неразрушающего контроля. Представлены закономерности упорядоченного теплового режима в телах 
различной формы: призме квадратного сечения, кубе, шаре. Представлена методика комплексного оп-
ределения теплофизических свойств материалов и изделий методом неразрушающего контроля. 

В монографии изложена методика определения коэффициента температуропроводности материа-
лов, основанная на измерении двух температур на поверхности примы квадратного сечения, а также ус-
тановлено начало наступления упорядоченной части теплового периода.  

Главы 1 – 6 написаны совместно всеми авторами, а главы 7 – 10 − В.М. Фокиным. 
УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 
 
T – текущая температура по шкале Кельвина, К 
t – температура по Международной практической температурной шкале, °С 
T(0, τ); Tц – температура центра тела, К 
T(R, τ); Tп – температура поверхности тела, К 
T0 – начальная температура тела, К 
Tc – температура окружающей среды, К 
T* – стационарная температура, К 
ϑ = (T − T0) – избыточная температура, K 
θ = T/T0 – безразмерная относительная температура 
х, y, z – текущие координаты 
τ – время, с 
2R – полная толщина тела, м 
d, D − геометрический размер, м 
L, l, δ − линейный размер, м 
f − площадь сечения тела, м2 



 

F − площадь поверхности тела, м2 
u − периметр сечения тела, м 
ξ – фактор формы тела 
q − удельный тепловой поток, Вт/м2 
ql − линейная плотность теплового потока, Вт/м 
Q − полный тепловой поток, Вт 
k − коэффициент теплопередачи плоской стенки, Вт/(м2·К) 
kL − коэффициент теплопередачи цилиндрической стенки, Вт/(м·К) 
с – массовая удельная теплоемкость, Дж/(кг·К) 
ρ – плотность материала, кг/м3 
(сρ) − объемная теплоемкость, Дж/(м3·К) 
p − давление, МПа, кг/см2 
G − расход жидкости, кг/с, или газа, м3/с 
V − объем, м3, или объемный расход, м3/с 
m − масса вещества, кг 
ω − скорость вещества, м/с 
ν − коэффициент кинематической вязкости, м2/с 
а – коэффициент температуропроводности, м2/с 
λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м·К) 
α – коэффициент конвективного теплообмена Вт/(м2·К) 
E − излучательная способность, Вт/м2 
εпр – приведенная степень черноты системы 

nµ  – характеристические числа 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 



 

 
 

В настоящее время одной из наиболее актуальных проблем является поиск и создание энергосберегаю-
щих мероприятий и инженерных решений по созданию технологических процессов с минимальными теп-
ловыми потерями. Большую роль в этом играет разработка новых методов теплотехнических расчетов, что 
позволяет эффективно оценить тепловой и воздушный режим зданий различного назначения. Теплотехни-
ческие характеристики ограждающих конструкций существенно влияют на работу систем отопления, вен-
тиляции и кондиционирования воздуха, потребляющих в настоящее время значительное количество тепло-
вой энергии.  

Основы технической теплофизики позволяют решать проблемы энергосбережения и снижения потерь 
теплоты в окружающую среду, что существенно влияет на экологическую ситуацию, технико-
экономические показатели и капитальные затраты строительных объектов. Для решения задач технической 
теплофизики нужно знать и теплофизические свойства материалов (ТФС) − теплопроводность, температуро-
проводность, теплоемкость.  

В промышленности и строительстве все больший удельный вес приобретают синтезированные ма-
териалы, которые по своим технологическим и эксплутационным параметрам имеют преимущества пе-
ред естественными материалами. Поэтому задача создания современных методов расчета и разработки 
средств неразрушающего контроля становится актуальной, так как позволяет оперативно определять 
весь комплекс качественных характеристик, в том числе и ТФХ. Тепловые методы неразрушающего 
контроля и диагностики позволяют контролировать качество готовых изделий при различных режимах 
их эксплуатации, в процессе производства, на стадии технологического контроля или в ходе 
строительства на объекте.  

Качество, надежность и долговечность традиционных и вновь создаваемых строительных, конст-
рукционных, тепло- и электроизоляционных материалов требуют совершенствования известных и соз-
дания новых методов расчетов. Наиболее полную информацию о тепловых процессах в исследуемых 
материалах и изделиях содержит температурное поле, определяемое из решения краевых задач тепло-
проводности для соответствующих тепловых воздействий и условий проведения теплофизического экс-
перимента.  

Для создания математических моделей тепловых процессов в физических объектах или исследуе-
мых образцах необходимо определение температурного поля в объекте при различных видах теплового 
воздействия на его поверхность. При этом вид и режим теплового воздействия, форму нагревателя, ус-
ловия передачи тепла и проведения эксперимента выбирают таким, чтобы с помощью несложных мате-
матических расчетов и зависимостей адекватно описать физику процесса и решить вопросы техниче-
ской теплофизики.  
1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ и законы  

ТЕОРИИ теплопроводностИ 

 
 
Основным разделом технической теплофизики является теплопроводность – процесс переноса теп-

лоты, когда тело не перемещается в пространстве или путем соприкосновения тел (или их частей), 
имеющих различную температуру. Механизм передачи теплоты в этом случае носит молекулярный или 
электронный характер. Теплофизика считает любое тело состоящим из мельчайших частиц. В элемен-
тах тела, которые подвержены нагреванию, молекулы начинают двигаться, в результате чего возникают 
упругие волны, которые передаются от большей температуры к меньшей. Такой молекулярный перенос 
теплоты наблюдается в твердых телах, диэлектриках, жидкостях и газах.  
В металлах к этому явлению добавляется движение свободных электронов, поэтому теплопроводность 
металлов выше, чем в диэлектриках, жидкостях и газах. Теплопроводность жидкостей и газов может 
рассматриваться только в тех случаях, когда они находятся в неподвижном состоянии. В реальных ус-
ловиях в жидкостях и газах происходит непрерывное движение частиц, поэтому теплопроводность 
жидкостей и газов встречается редко. 

Согласно понятию аналитической теории теплопроводности любое вещество рассматривается как 
сплошная материальная среда − континуум, что весьма удобно для математического анализа, так как 



 

позволяет представлять физические явления в малой дифференциальной форме и создает более широ-
кие возможности для приложения существующих законов естествознания. Однако такой взгляд на ма-
терию приемлем лишь тогда, когда размеры дифференциалов вещества достаточно велики по сравне-
нию с размерами молекул и расстояниями между ними. Указанное обстоятельство соблюдается в по-
давляющем большинстве случаев. Если расстояния между молекулами становятся соизмеримыми с ве-
личиной дифференциалов вещества (например, в сильно разреженном газе, когда в элементарно малом 
объеме не сохраняются понятия температуры, давления и т.п.), допущение о том, что среда сплошная, 
становится неприемлемым. 
1.1. ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ,  
ИЗОТЕРМИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ, ЛИНИИ ТОКА ТЕПЛА 

 
Всякое физическое явление и процесс распространения тепла, протекает во времени и пространстве 

и связано с понятием поля физической величины (электрического потенциала, давлений, концентраций, 
температур). Совокупность значений температур в различных точках пространства в различные момен-
ты времени называется температурным полем.  

Если температура конкретной точки зависит только от координат ( )zyxfT ,,= , то такое температур-
ное поле называется стационарным, а если от координат и времени ( )τ,,, zyxfT =  − нестационарным. 
Различают стационарное (независящее от времени) и нестационарное (зависящее от времени) поле тем-
ператур, а также одно-, двух- и трехмерное поле, которое характеризуется одной, двумя или тремя ко-
ординатами (рис. 1.1).  

Изотермическая поверхность – это геометрическое место точек одинаковой температуры. Так как в 
одной и той же точке пространства не может быть двух одинаковых температур одновременно, то 
изотермические поверхности различного уровня никогда не пересекаются. Они или замыкаются на себя, 
или кончаются на границах тела. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

РИС. 1.1. ОБЪЕМ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА И ЦИЛИНДРА 
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Рис. 1.2. Изотермы, линии тока тепла в плоской,  
цилиндрической стенке и в теле произвольной формы: 

–––––––– – изотермы, образующие приросты температуры; 
- - - - - -  – линии тока, образующие трубки тока тепла 

 
 
Линии, пересекающие изотермические поверхности под прямым углом, называются линиями тепло-

вого тока. Совокупность таких линий в теле наглядно изображает картину распространения тепла (рис. 
1.2). 

Если начало координат (рис. 1.1) расположить в центре тела, то во всех случаях его средняя темпе-
ратура определяется по формуле: 

• для параллелепипеда 
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• для цилиндра 
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1.2. ЗАКОН ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ФУРЬЕ. 
ГРАДИЕНТ И ПАДЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ 

 
Градиентом физической величины называется первая производная этой величины по направле-

нию ее наибольшего возрастания. Вектор градиента температуры всегда направлен в сторону увели-
чения температур, а его начало нормально к изотермической поверхности. Таким образом 

dn
dTT =grad , 

 

где n – нормаль к изотермической поверхности.  

Составляющая градиента на какое-либо направление может быть выражена через направляющий 
косинус: 
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Градиент, взятый с обратным знаком, называется падением температуры. Вектор теплового по-
тока q (как и градиент температуры) всегда нормален к изотермической поверхности (рис. 1.3). 

На рис. 1.3, а вектор теплового потока совпадает с линиями тока тепла, а его значение не изменяет-
ся вдоль линий тока q1 = q2 = q3 = q4 = q5  

и остается неизменной величиной в различных точках изотермы.  
На рис. 1.3, б вектор теплового потока совпадает с линиями тока тепла, а его значение изменяется 
вдоль линии тока q1 = q5 > q2 = q6 > q3 = q4,  
но остается постоянной величиной в различных точках одной и той же изотермы. 

 

 

а)  

б) 

 

Рис. 1.3.  Изотермы, линии тока тепла, векторы теплового потока: 
 а – в пластине: q1 = q2 = q3 = q4 = q5;  

б –  в цилиндре: q1 = q5 > q2 = q6 > q3 = q4 

Любая изотермическая поверхность разделяет тело на две области: с большей и меньшей темпе-
ратурой. Теплота переходит через изотермическую поверхность в область более низкой температуры. 
Количественно интенсивность теплообмена характеризуется плотностью теплового потока.  

Плотностью теплового потока называется количество теплоты  
Q (Дж), проходящей через единицу изотермической поверхности F (м2) в единицу времени τ (с):  

 

q = Q / (F τ),  Дж/(м2 ⋅с) или Вт/м2 . 

 

Французский ученый Ж. Б. Фурье в 1807 г. установил, что плотность теплового потока или ин-

тенсивность теплового потока пропорциональна градиенту температуры: 
dn
dTq λ−= . 

Это также вектор, направление и значение которого определяются градиентом температуры. На-
правление векторов потока тепла и градиента температуры всегда противоположно. Если направле-
ние теплового потока совпадает с положительным направлением оси n, то тепловой поток имеет по-
ложительный знак: 
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dn
dTq λ−=+    или   .

dn
dTq λ−=  

 

Если тепловой поток направлен в область отрицательных значений оси n, то он будет иметь от-
рицательный знак: 

 

dn
dTq λ−=−     или   

dn
dTq λ= . 

 

Согласно закону Фурье, количество передаваемого тепла пропорционально падению температу-
ры, времени и площади поперечного сечения, перпендикулярного направлению распространения те-
пла, т.е. 

 

ττλ ddFqddF
dn
dTdQ =−= . 

 

В общем случае тепловой поток может совпадать или не совпадать с линией тока тепла, может 
изменяться вдоль линии тока тепла или оставаться постоянным. В различных участках одной и той 
же изотермы плотность теплового потока может иметь разное значение или оставаться постоянной. 
Величина теплового потока может зависеть или не зависеть от времени. 

1.3. КОЭФФИЦИЕНТ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 

Множитель пропорциональности λ в законе Фурье, называется коэффи-
циентом теплопроводности и является физической величиной, характери-
зующей способность вещества проводить тепло. Схема количественного 
выражения коэффициента теплопроводности λ показана на рис. 1.4. 

Коэффициент теплопроводности λ численно равен количеству теплоты 
Q (Дж), проходящему через единицу поверхности F (м2), в единицу времени 
τ (с), при разности температур Т в один градус, на единицу длины n (м): 

  

dn
dTddF

dQ

τ
λ = ,   Дж/м2 ⋅(К/м)⋅с или Вт/(м⋅К). 

 

Значения коэффициента теплопроводности λ для основных веществ и материалов: газов – λ ≈ 
0,05…0,5; жидкостей – λ ≈ 0,06 – 0,6; строительных материалов – λ ≈ 0,02..2; металлов – λ ≈ 2…400, 
Вт/(м⋅К). 

Необходимо помнить следующее: 

1. Для кристаллов λ неодинаково в направлении различных осей кристалла. Для дерева λ различ-
но вдоль и поперек волокон. 

2. Для одних и тех же материалов сухих или влажных λ неодинаково: большей частью выше, чем 
λ сухого материала и λ воды в отдельности. Появляется градиент давления в сторону распростране-
ния тепла и влага с теплом как бы проталкивается. 

 
 

Рис. 1.4. Схема прохождения  
теплоты Q0, через единицу  
поверхности F, при разности  
температур Т, в один градус,  

на единицу длины 1 м



 

3. Коэффициент теплопроводности не является аддитивной величиной. Поэтому λ смеси не мо-
жет быть рассчитано путем суммирования коэффициентов теплопроводности отдельных компонен-
тов, из которых состоит смесь. 

4. Коэффициент теплопроводности сплава чистых металлов в общем случае не может быть сред-
ней величиной между коэффициентами теплопроводности чистых металлов, взятых в отдельности. 

5. При наличии разного рода примесей λ чистых металлов резко убывает. 

6. Для большинства газов, строительных и изоляционных материалов λ возрастает с возрастани-
ем температуры. 

7. Строительные материалы с λ ≤ 0,23 Вт/(м⋅К) относят к теплоизоляционным материалам. Для 
большинства строительных и изоляционных материалов λ зависит от плотности, пористости, влаж-
ности и других факторов.  

8. Для большинства капельных жидкостей λ убывает с повышением температуры. Исключение 
составляют глицерин, вода и некоторые другие. 

9. Для одних металлов и сплавов (железо, углеродистая сталь и др.) λ убывает с увеличением тем-
пературы, для других (алюминий, нихром и др.) – увеличивается. 

10. Для большинства веществ зависимость коэффициента теплопроводности от температуры 
достаточно слабая, что позволяет его усреднять в заданном интервале температур и оперировать им 
как постоянной величиной. 

 

1.4. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  
В ТЕОРИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 

1. Вектор плотности теплового потока qn (рис. 1.5), направленный перпендикулярно изотермиче-
ской поверхности Т, может быть разложен на составляющие по координатным осям: 
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dn
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2. Если элементарный параллелепипед вблизи точки M ориентирован относительно осей коорди-
нат, то количество тепла, вошедшее внутрь его за время dτ, может быть выражено суммой 



 

 
Рис. 1.5. Разложение вектора по координатным осям 

 

 

q1 = qx1 dy dz dτ + qy1 dx dz dτ + qz1 dx dy dτ, 

 

где qx1 – составляющая плотности теплового потока в направлении x за время dτ на поверхности 
dy dz, слева; qy1 − то же в направлении y на поверхности dx dz, слева; qz1 – то же в направлении z на 
поверхности dx dy, слева.  

Количество тепла, вышедшего за то же самое время dτ изнутри параллелепипеда, определяется 
аналогично: 

 

q2 = qx2 dy dz dτ + qy2 dx dz dτ + qz2 dx dy dτ, 

 

где qx2 – составляющая плотности теплового потока в направлении x за время dτ на поверхности 
dy dz, справа; qy2 − то же в направлении y на поверхности dx dz, справа; qz2 – то же в направлении z на 
поверхности dx dy, справа. 

3. Удельным внутренним тепловыделением называется отношение  

W
ddV

dQw =
τ

, 

где wdQ  − количество тепла, выделяемое в объеме dV = dx dу dz за время dτ. 

При проектировании экспериментальных установок в технике чаще всего W может задаваться и 
благодаря этому определяется 

 
τddVWdQw = . 

 

4. Если ξ = f (n, τ), то частные дифференциалы определяются из условий  
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ddd n ∂
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=
∂
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5. Если =ξ
→

f (x, y, z, τ), то частные дифференциалы определяются из условий 
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6. Дифференциалом физической величины называется бесконечно малая разность последующего 

и предыдущего ее значений: 
 

)ξξ(ξ 12 −=d     или    )ξ(ξξ 21 −=− d , 

 

где ξ2, ξ1 – последующее и предыдущее значение физической величины. 
 

1.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ  
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 
Дифференциальным уравнением теплопроводности называется математическая зависимость, 

связывающая между собой все физические величины, характеризующие явление теплопроводности 
внутри объема. Если такую связь найти явно относительно температуры, т.е. )τ,,,( zyxfT = , то можно 
определить плотность теплового потока.  

Для вывода дифференциального уравнения теплопроводности необходимо представить себе объ-
ем тела, которое нагревается или охлаждается и внутри которого имеет место температурное поле. 
Выделим внутри этого объема элементарный параллелепипед, расположив его соответственно в де-
картовой системе координат (рис. 1.6). 

Если тепла в объеме появляется больше, чем уходит из него за то же самое время, то в объеме 
имеет место прибыль теплоты. Если же тепла в объеме появляется меньше, чем уходит из него за то 
же самое время, то в объеме − убыль теплоты. 

 

 

 

Рис. 1.6. Элементарный параллелепипед в объеме V и два различных пути 

движения элементарного параллелепипеда от точки 1 к точке 2: 
а – произвольное перемещение точки в пространстве; 

dV 
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б) 
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б – перемещение точки вдоль координатных осей x, y, z 

 

 

Прибыль или убыль теплоты в элементарном объеме =dV  dxdydz=  может быть выражена из 
следующего уравнения теплового баланса  
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В левой части уравнения теплового баланса (1.1), с индексом 1, показан приход теплоты за еди-
ницу времени τ, а в правой части, с индексом 2, − уход теплоты из параллелепипеда. Соотношение 

τddVW  характеризует внутреннее тепловыделение за счет положительных (W) или отрицательных 
(минус W) источников тепла, а если их нет, то  
W = 0. Соотношение dTdVcρ)(  − приращение тепла в объеме за счет изменения его температуры 
(прибыль или убыль теплоты). 

Следовательно, баланс тепла для элементарного параллелепипеда может быть сформулирован 
так: тепло, пришедшее внутрь объема и выделившееся внутри за время dτ, равно теплу, ушедшему 
изнутри объема и пошедшему на изменение его температуры за тот же отрезок времени dτ. Из урав-
нения теплового баланса следует 

( )[
( ) ] .τ

)(ρ)(

21

2121

WdVdddxdyqq

dxdzqqdydzqqdVdTc

zz

yyxx

+τ−+

+−+−=
 

 
Так как q1 изменяется до q2 на дифференциально малом расстоянии, то разность в круглых скоб-

ках есть также бесконечно малая величина. Здесь и далее: q2 – последующее значение плотности по-
тока,  
q1 – предыдущее. С учетом этого (см. п. 1.4) q1 − q2 = − dq. В итоге 
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Возможна и другая запись последнего выражения 
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После сокращения множителя dV получаем 
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Следовательно,  
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Отношение a
c

=
ρ)(
λ  называется температуропроводностью вещества и характеризует скорость 

выравнивания температуры в неравномерном нагретом объеме тела, м2/с. С учетом этого 
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Если тело твердое, то элементарный объем не перемещается в пространстве, а его температура ме-

няется только во времени. В уравнении (1.2) в этом случае следует полагать τ
ττ dTdTdT

∂
∂

== . 

Поэтому для твердого тела имеет место зависимость  
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Уравнение (1.3) называется дифференциальным уравнением теплопроводности Фурье для уравне-

ния твердого тела в декартовой системе координат. Если температурное поле стационарное − имеем 
дифференциальное уравнение Пуассона: 
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При отсутствии внутренних источников тепла, когда тепловыделение W равно нулю, имеем диффе-

ренциальное уравнение Лапласа: 
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Дифференциальные уравнения Фурье (1.3), Пуассона (1.4) и Лапласа (1.5) могут быть двумерными, 

когда температура зависит от двух любых координат, и одномерными, когда температура зависит толь-
ко от одной координаты пространства. В технической теплофизике и теплотехнических приложениях 
наиболее часто встречаются следующие случаи: 
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Дифференциальные уравнения теплопроводности в декартовой системе координат (1.4) − (1.6) 
удобно использовать в тех случаях, когда тело имеет форму параллелепипеда, куба, призмы прямо-
угольного или квадратного сечения, неограниченной пластины (плоской стенки), толщина которой 
весьма мала по сравнению с другими размерами. 

Для тел цилиндрической формы эти уравнения более удобно использовать в цилиндрической системе 
координат ψcosrx = , ψsinry =  (рис. 1.1), которые характеризуется осью z, радиусом r и углом поворота 
ψ. Используя правила дифференцирования сложных функций, можно получить 

 

.
ρ)(ψτ 2

2

2

2

22

2 11
c
W

z
TT

rr
T

rr
TaT

+








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂            (1.7) 

 
Уравнение (1.7) называется дифференциальным уравнением теплопроводности Фурье в цилинд-

рической системе координат. В технической теплофизике и теплотехнических приложениях наибо-
лее часто оно встречается в одномерной форме: 
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Дифференциальные уравнения (1.7) и (1.8) удобно использовать в тех случаях, когда тело имеет 

форму (или близко к форме) цилиндра конечных размеров, диска конечных размеров, бесконечного ци-
линдра (тело, длина которого весьма велика по сравнению с диаметром). 

Для тел шаровой формы дифференциальное уравнение теплопроводности более удобно исполь-
зовать в сферической системе координат: 
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Если тело жидкое, то элементарный объем движется в пространстве большого объема, принимая 

температуру той точки, в которой оказывается. Если бы объем задержался в какой-нибудь точке, то его 
температура все равно изменялась бы, так как температура всего объема меняется во времени. Таким 
образом, причиной изменения температуры элементарного объема являются его перемещение между 
точками с разной температурой и его нахождение в большом объеме, температура которого меняется во 
времени, а объем может нагреваться или охлаждаться. В итоге общее изменение температуры dT скла-
дывается как сумма 

пτ dTdTdT += .                                   (1.10) 
 

На рис. 1.6 показаны два различных пути движения элементарного параллелепипеда от точки 1 к точке 
2 и в любом случае ds = dx + dy + dz. Если бы оба пути были пройдены за одно и то же время dτ, то тогда 
имело бы место естественное равенство sdTdT =п . Поэтому dTп =  
= dTx+ dTy + dTz и после подстановки dTп в (1.10) получаем 
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Скорость перемещения элементарного объема dV жидкого тела может быть выражена как 
τ

ω
d
dn

= . 

Поэтому соотношение xd
dx ω
τ

= , есть составляющая скорости элементарного объема dV в направлении 

оси x. В итоге  
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Подстановка (1.11) в (1.2) приводит к зависимости 
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Дифференциальное уравнение (1.12) для движущегося элемента жидкости носит название Фу-

рье−Кирхгофа. Оно устанавливает связь между временными и пространственными изменениями темпе-
ратуры в любой точке движущейся среды. 

 
1.6. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ  
ПЛОСКОЙ ОДНОСЛОЙНОЙ СТЕНКИ 

 
Рассмотрим плоскую однородную стенку толщиной δ, выполненную из материала, с коэффициен-

том теплопроводности λ (рис. 1.7). Температура Т1 − одинакова на всей поверхности F (при х = 0); 
температура Т2 − одинакова на всей поверхности F (при х = δ). Температура стенки меняется только по 
толщине, в направлении оси х. 

ЯВЛЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА В ПЛОСКОЙ СТЕНКЕ ОПИСЫ-

ВАЕТСЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ФОРМЕ ОДНОМЕР-

НОГО УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 
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Рис. 1.7. Расположение ко-
ординат 

на плоской стенке: 
Т1 − температура одинакова 

на всей 
поверхности F (при х = 0); 
Т2 − температура одинакова 

на всей 
поверхности F (при х = δ)  

 
 

Откуда  21 CxCT += ;    211 0 CCT +⋅= ;    212 δ CCT += . 

Таким образом,  xTTTT
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−
−= . Отсюда  
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Здесь 
λ
δ

=R  − термическое сопротивление теплопроводности стенки. 

Термическое сопротивление − это температурный напор, приходящийся на единицу удельного рас-
хода тепла. Иными словами, это разность температур, благодаря которой через заданную систему уда-
ется передать единицу удельного количества тепла. Для плоских систем удельное количество тепла 
совпадает с плотностью теплового потока и равно q = Q / F. 

 
1.7. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОДНОСЛОЙНОЙ СТЕНКИ 

 
ЯВЛЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СТЕНКЕ 

ОПИСЫВАЕТСЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ФОРМЕ ОД-

НОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА (РИС. 1.8): 
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Рис. 1.8. Расположение ко-
ординат 
цилиндрической стенки: 
Т1 − температура одинакова 

по всей 
внутренней поверхности 

(при r = r1); 
Т2 – температура одинакова 

по всей 
НАРУЖНОЙ ПОВЕРХНО-

СТИ (ПРИ r = r2) 
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где 
1

2ln
λ2
1

d
dR =  − термическое сопротивление теплопроводности однослойной цилиндрической стенки 

(температурный напор, приходящийся на единицу удельного расхода тепла, уменьшенного в π раз). 
Для цилиндрических систем удельное количество тепла не совпадает с плотностью теплового потока 

и определяется отношением qL = Q / L.  
2. РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ И 

ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ 

 
 

2.1. ПРИНЦИП НАЛОЖЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 
 
Пусть в массиве неограниченного пространства (объем бесконечной протяженности в направлении 

всех измерений) действуют сосредоточенные линейные (положительные и отрицательные) источники 
тепла (рис. 2.1). 

Положительные источники тепла, длиною L, обозначены (+Q), а отрицательные "стоки" тепла, дли-
ною L, через (−Q); λ − коэффициент теплопроводности массива. По сравнению с протяженностью L не-
ограниченного массива, источник и "сток" расположены несоизмеримо близко друг к другу. Поэтому 
путь между источником и "стоком" тепла является линией наименьшего термического сопротивления. В 
связи с этим все тепло, выделяемое источником, будет полностью поглощаться "стоком". Если бы ис-
точник и "сток" не воздействовали друг на друга, то каждый из них создавал бы в теле массива темпера-
турное поле в виде концентрических изотерм. Тогда 
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Рис. 2.1.  
Расположе-
ние источ-
ника и сто-
ка тепла: 
K − место  
наложения  
изотерм  
Если бы температурное поле в массиве наводилось только источником или только стоком, то в точ-

ке K была бы температура 3T ′  или же 3T ′′ . При одновременном действии источников и "стоков" резуль-
тирующее температурное поле получается путем сложения температурных полей, возбуждаемых в теле 
отдельными источниками и "стоками" в предположении, что они не мешают друг другу. Если обозна-
чить температуру источника и "стока" тепла через 0T ′  и 0T ′′ , то в рассмотренном примере действительная 
температура точки K определиться из выражения 
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2.2. ТЕПЛОПЕРЕДАЧА ТЕПЛОПРОВОДА,  
ЗАЛОЖЕННОГО В ГРУНТ 

 
Условно полагают, что тепло от цилиндрического теплопровода через грунт передается не в окру-

жающую среду, а забирается отрицательным источником тепла. Реальная картина температурного поля 
в грунте при этом не нарушается, если отрицательный источник размещен симметрично и окружен точ-
но таким же массивом. Используя принцип наложения температурных полей (рис. 2.2) и учитывая, что 
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можно выразить температуры в точке K 
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Суммируя температуры KT ′  и KT ′′ , получим: 
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Рис. 2.2. Расположение теплопровода в грунте:  
L − длина цилиндра радиуса R; h − глубина заложения; λ − коэффициент  

теплопроводности массива; Т0 − температура поверхности слоя 
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Таким образом, температурное поле в грунте становится определенным, если замерена температура 
на поверхности земли T0 и известен расход тепла цилиндром Q. С другой стороны, расход тепла цилин-
дром может быть рассчитан, если замерена температура поверхности массива и еще одна, любая, тем-
пература в грунте.  
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Естественно ожидать, что максимальная температура грунта будет в точке n (x = 0; y = h + R), кото-

рая равна 
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Если в массиве будет заложено два теплопровода, то соответственно им появляется два стока. Тем-

пературное поле в грунте получится уже как результат наложения четырех температурных полей.  
 

2.3. РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ  
МЕТОДОМ РЕЛАКСАЦИИ 

 

Необходимость применения принципа релаксации обычно возникает тогда, когда задача техниче-
ской теплофизики является сложной и дифференциальное уравнение теплопроводности не поддается 
аналитическому решению. Принцип релаксации удобно иллюстрировать на примере, когда тепло рас-
пространяется в двух измерениях. Сечение тела (рис. 2.3 и 2.4) обычно разбивается прямоугольной ре-
шеткой на ячейки квадратной формы (∆x = ∆y). 

В дальнейшем допускается следующее: 
1) весь процесс теплопроводности концентрируется в стержнях получившейся релаксационной ре-

шетки; 
2) по каждому стержню решетки передается в точности такое же количество теплоты, которое в 

действительности передается через элемент с размерами ∆x и ∆y; 
3) в качестве расчетного соотношения может быть использована формула тепла через плоскую 

стенку: 
 

 

 

Рис. 2.3.  

Квадратная ячей-
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Рис. 2.4. Вид сбоку на ячейку релакса-

ции 
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( )kiik TTFQ −=
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где i отмечает наибольшее значение температуры; k отмечает наименьшее значение температуры. 

Приняв эти допущения, можно рассчитать количество тепла, которое протекает по каждому стерж-
ню: 

• для горизонтального стержня  
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• для вертикального стержня  
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y

Q −∆
∆

=
λ ; 

 
• для любого стержня 

 
 ( )kiik TTLQ −= λ .                            (2.1) 

 
При этом могут иметь место различные схемы прохождения тепла через ячейку релаксации. 
1. Тепло идет от точки 1 к точке 0, а от точки 0 расходится  

в направлении точек 2, 3, 4. Уравнение баланса тепла имеет вид 04030210 QQQQ ++= . Согласно (2.1) 
 

( ) ( ) ( ) ( )40302001 λλλλ TTLTTLTTLTTL −+−+−=− , 
 

откуда 
4

4321
0

TTTTT +++
= . 

2. Тепло идет от точек 1 и 2 к точке 0, а от точки 0 расходится к точкам 3 и 4. Уравнение баланса 
имеет вид: 04032010 QQQQ +=+ , или 
 

( ) ( ) ( ) ( )40300201 λλλλ TTLTTLTTLTTL −+−=−+− , 
 

откуда 
4

4321
0

TTTTT +++
= . 

3. Тепло идет от точек 1, 2, 3, 4 к точке 0 и там взаимно уничтожается (при такой схеме потоки теп-
ла условно подразделяются на положительные и отрицательные в зависимости от направления течения 
тепла). Уравнение баланса тепла имеет вид: 040302010 =+++ QQQQ , 
или         ( ) ( ) ( ) ( ) 004030201 λλλλ =−+−+−+− TTLTTLTTLTTL , 
 

откуда 
4

4321
0

TTTTT +++
= . 

Таким образом, какова бы ни была схема прохождения тепла, температура в узле квадратной релак-

сационной ячейки всегда равна среднему арифметическому значению из температур, окружающих уз-

ловую точку. То есть для каждой узловой точки релаксационной решетки существует закон релаксации: 
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Принцип релаксации заключается в следующем: 
1. Основываясь на существующем объеме знаний, приближенно задают значения температур в уз-

лах решетки. 
2. Это приближение проверяется от точки к точке, в соответствии с требованием закона релаксации, 

после чего устанавливаются точки, в которых наблюдается наибольшее отклонение. 
3. Начиная с мест наибольшего отклонения, вносятся исправления, чтобы удовлетворить закону ре-

лаксации. 
4. Эти исправления в свою очередь вызывают новые отклонения в соседних точках решетки, и воз-

никает необходимость в повторной коррекции. 

5. Повторная коррекция каждый раз вносится последовательно в порядке убывающих отклонений и 
продолжается до тех пор, пока численные значения по всей сетке не будут приведены во взаимное соответ-
ствие. 

В качестве примера для расчета расхода тепла методом релаксации выберем кладку квадратного се-

чения, общий вид и расчетный участок которого приведен на рис. 2.5. Все численные операции расчета 

проводятся по формулам (2.1) и (2.2).  

При этом имеется в виду:  

1) максимальная температура системы одинакова по всей внутренней поверхности кладки, а мини-
мальная – по всей внешней; 

2) размер сечения кладки L >> 7∆x = 7∆y; 
3) в силу симметрии достаточно определить температуры точек а, b, с, а расход тепла − через одну 

восьмую часть кладки; 
4) для предварительного первого расчета целесообразно температуру в точках а, b, с сечения клад-

ки, принять одинаковой, т.е. средней между минимальным и максимальным значением в системе; 
5) ход каждой операции рационально заносить в табл. 2.1. 

 
                            а)             б) 

 
 

Рис. 2.5. Общий вид (а) и расчетный участок (б) кладки  
по методу релаксации 

 

 

2.1. Расчетные данные расхода тепла 
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523 −100 523 0 523 0 
423 0 523 −25 523 0 
423 −13 498 0 523 −6 
410 0 498 −3 523 −6 
410 0 498 −5 517 0 
410 −2 493 0 517 −3 
410 −2 493 −0,5 514 0 
408 0 493 −1 514 0 

 
 

Расчет расхода тепла проводят из условия, что от внутренней поверхности кладки к средней плос-
кости тепло приходит по двум стержням b и с: 

 
LLLQQQ cb λ)(λ)(λ 4395147234937231 =+=′+′= −− . 

Это же количество теплоты за то же время уходит от средней плоскости к внешней поверхности 
кладки по трем стержням а, d и с: 
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Некоторое расхождение в определении количества теплоты Q1 и Q2 объясняется несколько крупной 

ячейкой релаксационной решетки.  
В среднем одна восьмая часть кладки теряет Qср = 0,5 (Q1 + Q2) =  
= 442,5λL, В). Полный расход тепла через расчетный участок кладки Qобщ = 8Qср = 3540λL , Вт. 

  

2.4. РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ  

МЕТОДОМ ИТЕРАЦИИ 

 

В некоторых разделах технической теплофизики для решения стационарных задач теплопроводно-

сти целесообразно использовать метод итерации, или метод последовательных приближений. Неизвест-

ные величины x1, x2, ..., xn, входящие в систему уравнений 
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могут быть легко найдены путем итерационных действий, если соблюдаются неравенства 
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В начале задают наиболее вероятные значения x10, x20, …, xn0 (нулевая итерация), после чего произ-

водят их подстановку в правую сторону системы (N). Слева находят x11, x21, …, xn1 (первая итерация). 

Результаты первой итерации подставляют в правую сторону системы (N). Слева находят x12, x22, …, xn2 

(вторая итерация). Результаты второй итерации снова подставляют в правую часть системы (N) и т.д. 

Итерационные действия могут быть приостановлены после того, как проявят себя следующие признаки:  

1) значения расчетов последующей итерации, незначительно отличаются от предыдущей итерации, 

что является необходимым, но недостаточным признаком завершения расчета; 

2) в системе уравнения (N) всюду соблюдается тождество, что является вполне достаточным при-

знаком завершения расчетов. 

Применительно к процессам теплопроводности метод последовательных приближений может быть 

интерпретирован так: 

1) сечение тела разбивается итерационной решеткой на отдельные ячейки (как в методе релакса-
ции); 

2) все точки пересечения нумеруются по порядку; 
3) составляется тепловой баланс для всех узловых точек в предположении, что весь процесс тепло-

проводности концентрируется в стержнях получившейся итерационной решетки; 
4) уравнение баланса тепла преобразовывается так, чтобы неизвестные температуры вошли в систему 

уравнений, аналогичную форме (N). 
В качестве примера для расчета расхода тепла указанным методом выберем кладку квадратного сече-

ния, общий вид и расчетный участок которого приведен на рис. 2.5. Ввиду симметрии уравнение теплово-

го баланса необходимо составить для точек a, b, c, как в методе релаксации: 

 

 

022 323323323 =+=+++ abaaabaеa QQQQQQ , 

 

0723323 =+++ bbcbab QQQQ , 

 

0723323 =+++ ccdcbc QQQQ . 

 

 

С учетом (2.1) 

 

 



 

( ) ( ) 032322 λλ =−+− aab TLTTL , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0723323 λλλλ =−+−+−+− bbbcba TLTLTTLTTL , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0723323 λλλλ =−+−+−+− cccdcb TLTLTTLTTL . 

Так как Td = Tc, то ( ) 0λ == cd TTL  и уравнение с тремя неизвестными приводится к форме (N): 

 

Ta = 161,5 + 0,5Tb; 

 

Tb = 261,5 + 0,25Ta + 0,25Tc; 

 

Tc = 348,5 + 0,333Tb; 

 

• нулевая итерация:  
 

Ta0 = 523 K;    Tb0 = 523 K;    Tc0 = 523 K; 

 

• первая итерация:  
 

Ta1 = 161,5 + 0,5 ⋅ 523 = 423 К; 

 

Tb1 = 261,5 + 0,25 ⋅ 523 + 0,25 ⋅ 523 = 522,5 К; 

 

Tc1 = 348,5 + 0,333 ⋅ 523 = 522,5 К; 

 

• вторая итерация:  
 

Ta2 = 161,5 + 0,5 ⋅ 522,5 = 424 К; 

 

Tb2 = 261,5 + 0,25 ⋅ 423 + 0,25 ⋅ 522 = 498,5 К; 

 

Tc2 = 348,5 + 0,333 ⋅ 522,5 = 523 К. 

 

Аналогично вычисляют следующие итерации, до требуемой точности: 

• шестая итерация:  
 



 

Ta6 = 407,5 К;    Tb6 = 491,5 К;    Tc6 = 512,5 К; 

 

• седьмая итерация:  
 

Ta7 = 406,5 К;    Tb7 = 491,5 К;   Tc7 = 512,5 К. 

 

Расчет расхода тепла проводят из условия, что от внутренней поверхности кладки к средней плос-
кости тепло приходит по двум стержням b и с: 

 

 

LLLQQQ cb λ)(λ)(λ 4425,5127235,4917231 =+=′+′= −− . 
 

Это же количество теплоты за то же время уходит от средней плоскости к внешней поверхности 
кладки по трем стержням а, d и с: 
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В среднем восьмая часть кладки теряет Qср = 0,5 (Q1 + Q2) = 441,75λL, Вт. Полный расход тепла расчетного 
участка кладки Qобщ = 8Qср = 3534λL, Вт. 

 
2.5. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА 

 
Метод графического изображения теплового потока применяется для определения количества тепла 

передаваемого через тела сложной конфигурации, для которых не получено точных решений диффе-
ренциального уравнения теплопроводности. Обычно такой расчет носит приближенный характер, и ос-
новным требованием такого уровня является быстрота расчета и равнозначность подхода при оценке 
каждой рассматриваемой схемы. В качестве исходной предпосылки здесь используется известное по-
ложение о том, что независимо от конфигурации системы количество передаваемого тепла определяет-
ся совершенно одинаковым образом: 

 
)(λξ 21 TTLQ ii −= ,                               (2.3) 

 
где ξi – фактор формы тела – величина, имеющая нулевую размерность и определяется только конфигу-
рацией и геометрией сечения тела, через которое передается тепло; λ − коэффициент теплопроводности 
материала, Вт/(м ⋅ К); L − глубина объекта, м; Т1 и Т2 − температуры на границах сечения, К. 

Нахождение фактора формы тела, по существу, завершает решение вопроса по определению количе-
ства тепла передаваемого через тело сложной конфигурации. Если воспользоваться основным законом 
теплопроводности, то для тел различной конфигурации количество теплоты  
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а полное количество передаваемого тепла через тело сложной конфигурации 
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Сравнивая последнее выражение с формулой (2.3), можно заключить, что аналитическое выражение 
фактора формы связано с интегрированием: 

∫ −
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= dS
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TTi
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1ξ . 

Ранее, на основе строгого решения дифференциального уравнения теплопроводности, были полу-
чены функции распределения температуры по толщине плоской и цилиндрической стенок: 
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Следовательно,  
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Таким образом, аналитическое выражение фактора формы тела зависит от предварительного знания 

температурного поля. Поэтому для тел сложного профиля определение фактора формы аналитическим 
путем не представляется возможным. Остаются приближенные способы, среди которых наибольшее 
распространение получил метод графического изображения теплового потока.  

Идею графического определения фактора формы тела целесообразно иллюстрировать на примере 
плоской и цилиндрической стенок (рис. 2.6), а результат приближения легко проверить с помощью за-
висимостей (2.4) и (2.5). 

Линии тока тепла, показанные пунктиром на рис. 2.6 образуют трубки тока тепла. Размеры и форма 
трубок тока должны быть выдержаны так, чтобы через каждую трубку тока проходило одинаковое ко-
личество тепла ∆Qi : 
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i N

QQ =∆ ,                                            (2.6) 

 
где Qi – полное количество тепла, проходящее через стенку; Nm – число трубок тока, через каждую из 
которых проходит одинаковое количество тепла.  
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Рис. 2.6. Общая картина распространения тепла 
в плоской (а) и цилиндрической (б) стенках 

 

Выполнение условия возлагается на субъективные ощущения самого исполнителя и следует ожи-

дать, что интуитивное выполнение этого требования внесет некоторый элемент ошибки. Сплошными 

линиями изображаются изотермы и их наносят с таким расчетом, чтобы приросты температуры между 

каждыми двумя изотермами были одинаковыми: 
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где (T1 – T2) – полный перепад температур; Nn – число приростов температур.  

Выполняя условие (2.7), необходимо соблюдать закон ортогональности между изотермами и ли-

ниями тока тепла, т.е. при своем пересечении они должны образовывать прямолинейные или криволи-

нейные квадраты. Естественно ожидать, что графическое выполнение ортогональности и криволиней-

ных квадратов внесет некоторый элемент ошибки. Действительно,  
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где λ, L – постоянные параметры системы; ∆Qi − величина постоянная, в соответствии с предваритель-

ным условием (2.6). 

Если теперь принять ==
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( )ii TLQ ∆−=∆ λ .                                     (2.8) 

 

Выполняя подстановку (2.7) и (2.8) в выражение (2.6), рассчитывается полное количество переда-

ваемого тепла через тело сложной конфигурации 
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Из сопоставления (2.3) и (2.9) следует: фактор формы любого тела определяется как отношение 

числа трубок тока к числу приростов температуры:  
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Причем для пластин, в соответствии с рис. 2.6, а и формулой (2.4) 
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Для цилиндра, в соответствии с рис. 2.6, б и формулой (2.5) 
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Таким образом, метод графического изображения теплового потока заключается в следующем: 

1) в масштабе изображается исследуемое сечение; 
2) от руки зарисовываются линии теплового потока с максимально возможным соблюдением усло-

вия (2.6); 
3) от руки зарисовываются изотермические линии с максималь- 

но возможным соблюдением ортогональности и криволинейных квадратов; 
4) фактор формы тела определяется как отношение (2.10); 
5) температурное поле рассчитывается путем вычитания от Т1 или путем прибавления к Т2 соответ-

ствующего числа одинаковых приростов температуры ∆Т; 
6) расход тепла рассчитывается в соответствии с выражением (2.9). 
В качестве примера для расчета расхода тепла методом графического изображения теплового пото-

ка выберем кладку квадратного сечения, общий вид и расчетный участок которого приведен на рис. 2.7. 

Ввиду симметрии графические построения достаточно выполнить для восьмой части кладки. Число тру-

бок тока Nm = 8; число приростов температур Nn = 8; полный перепад температур (Т1 – Т2) = 723 – 323 = 

400 К; фактор формы тела равен ===
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−
−=∆

−

8
32372321

nN
TTT 50К. 

Температуры Tа, Tb и Tс рассчитываются путем вычитания от Т1 или путем прибавления к Т2 соот-

ветствующего числа прироста температуры ∆Т: 

==∆−= ⋅− 502,67232,61 TTTa 413 К; 

 

==∆−= ⋅− 508,47238,41 TTTb 483 К; 

 

==∆−= ⋅− 502,47232,41 TTTc 513 К. 

 

 



 

Рис. 2.7. Расчет-

ный  

участок кладки 

по  

методу графиче-

ского 

изображения  

теплового потока: 

Nm = 8,  Nn = 8,  

(T1 – T2) = 400 К 
 

В среднем одна восьмая часть кладки теряет 
 

LLTTLQ λ)(λ)(ξλ 440323723121ср =⋅=−= − , Вт. 
 

Полный расход тепла расчетного участка кладки  
 

Qобщ = 8Qср = 3520λL, Вт. 
 

2.6. ЭЛЕКТРОТЕПЛОВАЯ АНАЛОГИЯ 

 

Известно, что распространение тепла и электричества описывается совершенно аналогичными по 

форме дифференциальными уравнениями, в силу чего они решаются с одинаковой степенью трудности. 

Однако экспериментальное определение поля электрического потенциала и распространения электри-

чества гораздо проще. Поэтому и возникает вопрос об использовании электротепловой аналогии (рис. 

2.8). Распространение тепла в двух измерениях описывается дифференциальным уравнением Лапласа: 
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Введем обозначения:  
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Рис. 2.8. Сечения те-

ла  

сложной формы: 

1−1 и 2−2 − контуры 

тела  

сложной конфигура-

ции, где установлены 

медные шины  

с электрическим по-

тенциалом; 

L − глубина тела 

Количество тепла, проходящего через элементарную площадку, 
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Если обозначить 
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nN = , 
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sS = , то  
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Распространение электричества в двух измерениях также описывается дифференциальным уравне-

нием Лапласа 

 

=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

x
U

x
U 0, 

 

а количество электричества, проходящего через элементарную площадь, 
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Действуя точно таким же образом, можно получить  
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соответственно,  
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Так как предполагается абсолютное геометрическое подобие тепловой и электрической систем (Nт = 

Nэ; Sт = Sэ; Xт = Xэ; Yт = Yэ) и если  

Q = U, то из выражений (2.13) и (2.15) следует эт ξξ = , Само равенство теплового и электрических по-

тенциалов в их безразмерной форме вытекает из аналогии дифференциальных уравнений (2.12) и (2.14), 

для которых общие решения должны описываться функциями одного и того же вида: 

 

 

( )DCYXf ,,,=Θ ;     ( )MEYXfU ,,,= . 

 

Согласно (2.11) и (2.12) для тепловой схемы и контуров тела, обозначенных номером 1 и 2 

 

( )==Θ DCYXf ,,, 111 1,     ( ) ==Θ DCYXf ,,, 222 0. 

 

То же для электрической схемы с учетом (2.16): 

 

( ) == MEYXfU ,,, 111 1,    ( ) == MEYXfU ,,, 222 0. 

 

Все эти уравнения позволяют доказать равенство констант интегрирования (C = E; D = M), а следо-

вательно, и равенство безразмерных потенциалов Θ = U. Таким образом ξ=ξ=ξ эт . 

Для технического выполнения метода электротепловой аналогии и определения количества тепла, 
проходящего через тело сложной конфигурации, методом электротепловой аналогии требуется сле-
дующее.  

1) Из электропроводной бумаги вырезают модель-сечение, подобное исследуемому тепловому ори-
гиналу (например, как на рис. 2.10),  



 

а также бумага − форма в виде прямоугольника. Геометрическая конфигурация электрической модели 
должна быть выполнена в строгом соответствии с геометрической конфигурацией образца без каких-
либо излишеств электропроводной бумаги, ибо электропроводность и толщина бумаги может в какой-
то мере зависеть от выпущенной партии и положения ее в рулоне. 

2) По контурам электропроводной бумаги для модели и прямоугольника, равномерно и достаточно 
плотно (для обеспечения контакта) устанавливают медные шины с электрическим потенциалом.   

3) Вначале определяется фактор формы ξп электропроводной бумаги прямоугольной формы, путем 
измерения линейкой ее геометрических параметров (размеров) − высоты h и ширины δ. Фактор формы 
определяется как отношение ξп = h / δ.  

4) Замеряют показание потенциала U1 при постоянном значении напряжения в системе (при ней-
тральном положении тумблера).  

5) Замеряют значения тока J, напряжения U на прямоугольнике (при правом положении тумблера) и 

вычисляют ( )п21п

п
э ξ
)Э(

UU
JL
−

= . 

6) Замеряют значения тока J, напряжения U на модели (при левом положении тумблера) и вычис-

ляют 
( )( )мод21э

мод
модξ

UUЭL
J

−
= .  

7) Количество передаваемого тепла в теле-оригинале (т) от  
контура Т1 до контура Т2 находится простым расчетом: =тQ  ( )21ттмод λξ TTL −= , Вт. 

 
2.7. ТЕПЛОПЕРЕДАЧА ЧЕРЕЗ  

ПЛОСКИЕ И ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ СТЕНКИ 
 

Формулы стационарной теплопроводности применимы для процессов теплопередачи через одно-
слойные и многослойные плоские и цилиндрические стенки. Распределение температуры в плоской 
двухслойной и цилиндрической стенке, омываемой горячей и холодной жидкостями, показано на рис. 
2.9. 

Горячая жидкость имеет температуру Tf1 и коэффициент теплоотдачи α1, а холодная жидкость − 
температуру Tf2  и коэффициент теплоотдачи α2. Толщина каждого слоя плоской стенки δ1 и δ2, а диа-
метры двухслойной цилиндрической стенки d1, d2 и d3. Коэффициенты теплопроводности материалов 
соответственно равны λ1 и λ2. Температуры на границе каждого слоя обозначены ТW1, ТW2, ТW3. 

 

 
а)  

 

Рис. 2.9. Распределение тем-

пературы в плоской двух-

слойной (а) и цилинд- 

рической (б) стенке, омы-
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стями 

Высота и глубина многослойной плоской стенки (рис. 2.9, а), а также длина L цилиндрической 
стенки (рис. 2.9, б) намного больше их общей толщины. Тепловой контакт между слоями в стационар-
ном режиме можно считать идеальным. Поэтому очевидно, что все тепло вначале передается от горячей 
жидкости к стенке, затем проходит через все слои и в том же количестве будет передано холодной жид-
кости. 

Теплопередача от горячей жидкости к холодной через многослойную плоскую стенку имеет 
вид: 
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Следовательно, имеется четыре уравнения, включающие четыре неизвестные физические величины 

(Q, TW1, TW2, TW3). Из этих уравнений 
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RRRR
TTF

Q ff ,   Вт.                        (2.16) 

 
Если количество слоев будет n, то 
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Здесь    
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характеризует интенсивность процесса теплопередачи через плоские системы и носит название коэф-
фициента теплопередачи. Для плоской системы это количество тепла (Дж), передаваемое через едини-
цу поверхности (м2) в единицу времени (с) при полном температурном напоре в один градус. Обратное 
значение коэффициента теплопередачи 
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λ
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называется термическим сопротивлением теплопередачи многослойной плоской системы и характери-

зует температурный напор, приходящийся на единицу удельного расхода тепла.  
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i
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1 λ
δ  − термическое сопротивление теплоотдачи плоской системы и теплопроводности 

многослойной плоской стенки. 

Удельное количество тепла для плоской системы q = Q / F, Вт/м2. 

Температура на границах двухслойной, плоской системы равна:  

 

 

( ) 12111 α−−= RTTkTT fffW , 

 

( )( )112112 RRTTkTT fffW +−−= α , 

 

( )( )2112113 RRRTTkTT fffW ++−−= α . 

 

 

Когда число слоев равно n, то для любого плоского слоя по аналогии получаем:  
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Теплопередача от горячей жидкости к холодной через многослойную цилиндрическую стенку 

имеет вид: 
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Если цилиндрических слоев будет n, то 
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характеризует интенсивность процесса теплопередачи через цилиндрические системы и носит название 

коэффициента теплопередачи. Для цилиндрической системы это количество тепла (Дж) в π раз меньше 

того, которое передается единицей длины цилиндра (м) в единицу времени (с) при разности температур 

в один градус. Обратное значение коэффициента теплопередачи 
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называется термическим сопротивлением теплопередачи многослойной цилиндрической системы и ха-

рактеризует температурный напор, приходящийся на единицу удельного расхода тепла, отнесенного к 

числу π.  
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1  − термическое сопротивление теплоотдачи стенки и теплопроводности 

многослойной цилиндрической стенки. 

Для цилиндрической стенки удельное количество тепла определяется отношением qL = Q / L, Вт/м.  

Когда число слоев равно n, то для любого цилиндрического слоя по аналогии получаем 
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3. СТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 
ПРИ ОСОБЫХ УСЛОВИЯХ 

 



 

 
3.1. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ ВНУТРЕННЕМ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ 

 
Явление стационарного распространения тепла в неограниченной пластине ( )hLR ;2 <<  при равно-

мерном внутреннем тепловыделении ( )const=W  описывается дифференциальным уравнением тепло-
проводности в форме одномерного уравнения Пуассона (рис. 3.1): 
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При симметричных условиях охлаждения имеет место равенство 
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=0xdx
dT 0. 

 
 

 
Рис. 3.1. Распределение температуры в пластине  
при внутреннем тепловыделении и симметричных условиях охлаждения  
с боковых поверхностей 

Это означает =1С 0. Вторая константа интегрирования связана условиями на границе: поток тепла, 
подведенный изнутри объема к поверхности путем теплопроводности, равен потоку тепла, отведенному 
от поверхности в окружающую среду путем конвекции: 

 

( )спαλ TT
x
T

Rx
−=








∂
∂

−
=

     или     



 −+−α= с2

2

λ2
TСRWWR . 

 

Константа интегрирования  с

2

2 λ2
TWRWRС ++

α
= . 
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Распределение потока тепла:  

 

α α 

0 

λ 

2R 

Tп 

Tс Tс 

r

W 

T 

Tц 



 

Wx
dx
dTq =−= λ ;  WRq =п . 

 
Характерные температуры:  
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3.2. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В БЕСКОНЕЧНОМ ЦИЛИНДРЕ 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ ВНУТРЕННЕМ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ 

 
Явление стационарного распространения тепла в бесконечном цилиндре ( )LR <<2  при равномерном 

внутреннем тепловыделении ( )const=W  описывается дифференциальным уравнением теплопроводно-
сти в форме одномерного уравнения Пуассона (рис. 3.2) 
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Рис. 3.2. Распределение  
Температуры в цилиндре  
при равномерном внутрен-

нем  
тепловыделении и сим-
метричных условиях ох-

лаждения  
 

 

При симметричных условиях охлаждения =
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находится вторая константа интегрирования с
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Распределение температуры в бесконечном цилиндре будет иметь вид 
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Распределение потока тепла: ;λ
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3.3. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В СТЕРЖНЯХ 
 
Анализируя тепловую работу стержня или ребра охлажде- 

ния, обычно отмечают два случая распространения тепла в системе (рис. 3.3). 

Если поток тепла не достигает вершины l  и успевает израсходоваться по пути через поверхность (ux), 
то говорят о теплопроводности стержня бесконечной длины. Физически это означает, что температура вер-
шины стержня оказывается равной температуре окружающей среды Tc. 

Если поток тепла достигает вершины l  и не успевает израсходоваться по пути через поверхность 
(ux), то говорят о теплопроводности стержня сконечной длины.  

Согласно закону теплоотдачи с поверхности, элемент поверхности стержня (u dx) теряет в окру-
жающую среду тепло путем отдачи конвекцией: 

  
( )сTTudxdQ −α= .                                     (3.1) 

 
 
 

 
 

Рис. 3.3. Прямой стержень постоянного сечения (ребро охлаждения): 
Qх = 0 – охлаждающая способность стержня; α – коэффициент теплоотдачи  

с боковых поверхностей; Т0 – температура у основания стержня;  
λ – коэффициент теплопроводности материала стержня 

Формально можно считать, что оно поглощается отрицательным (воображаемым) источником 

внутри объема жидкости WfdxdQ −= . Тогда  
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Для определения охлаждающей способности стержня может быть использован закон теплоотдачи с 

поверхности (3.1): 
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Как в том, так и в другом случае необходимо знать распределение температуры )(xfT = . 
Теплопроводность стержня бесконечной длины: 
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Теплопроводность стержня конечной длины: 
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Оребрение поверхности нагрева производится с целью интенсификации теплопередачи. 

3.4. ТЕПЛОФИЗИКА ПРИ ПЕРЕМЕННОМ  
КОЭФФИЦИЕНТЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 
Для большинства веществ зависимость коэффициента теплопроводности от температуры доста-

точно слабая, что позволяет его усреднять в заданном интервале температур и оперировать им как 
постоянной величиной. Однако для некоторых материалов и веществ наблюдается некоторая зависи-
мость коэффициента теплопроводности от температуры. 

Для плоской стенки при стационарном тепловом режиме количество тепла, проникающее внутрь 
параллелепипеда (а также выделяемое внутри его объема), всегда равно количеству тепла, уходяще-
му вовне (рис. 3.4, а, б): 
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Уравнение теплового баланса для плоской стенки можно переписать: 
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Это дифференциальное уравнение известно как одномерное уравнение Пуассона, где в качестве по-
тенциала фигурирует величина Ф.  

В частном случае при W = 0 уравнение Пуассона вырождается в уравнение Лапласа =2

2Ф
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d 0, а его ре-

шение имеет вид  
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Рис. 3.4. Теплофизическая система плоской (а) и цилиндрической стенки (в), а также основные измерения 
элементарного объема параллелепипеда в декартовой системе координат (б) и элементарного объема  

в цилиндрической системе координат (г) 
При линейной зависимости kT+β=λ , температурное поле находится после решения квадратичного 

уравнения  
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Удельный тепловой поток      
δ
ФФФ 21 −

=−=
dx
dq . 

Для цилиндрической стенки (рис. 3.4, в, г) при стационарном тепловом режиме количество тепла, 
проникающее внутрь элементарного объема через поверхность dzdSА  (а также выделяемое внутри его), 
должно быть равным количеству тепла, уходящему вовне через поверхность dzdSB : 

 
ВWА dQdQdQ =+      или     =+−− WАВ dQdQdQ )( 0. 

 
Уравнение теплового баланса можно переписать как 
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или  

( ) =+− Wrq
dr
d

r
1 0;     =+−− Wr

dr
dT

dr
d

r
)λ(1 0. 

 

Введем подстановку 
dr
d
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r
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Последнее выражение известно как одномерное уравнение Пуассона в цилиндрических координа-

тах, в котором в качестве потенциала фигурирует величина Ф. В частном случае при W = 0 оно перехо-
дит в уравнение Лапласа 

=+
dr
d

rdr
d ФФ 1

2

2
0, 

а его решение имеет вид 
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При экспериментальной зависимости kTbe=λ , температурное поле и количество тепла находится 
после логарифмирования последнего уравнения  
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3.5. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПРИ НАЛИЧИИ ФИЛЬТРАЦИИ 

 

Инфильтрация G , характеризует количество холодной жидкости, проникающей сквозь ка-
пиллярно-пористую плоскую или цилиндрическую стенку, через единицу поверхности F, в еди-
ницу времени. Если при этих же условиях горячая жидкость протекает сквозь стенку в обратном 



 

направлении, то такой процесс называется эксфильтрацией. Распределение температуры в пло-
ской и цилиндрической стенке при инфильтрации показано на рис. 3.5.  

 
 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 3.5. Распределение температуры в плоской (а) и  
цилиндрической (б) стенке при инфильтрации 

Количество тепла Q, поглощаемого в единицу времени протекающей сквозь плоскую стенку 
F жидкостью (отрицательный источник тепла) на участке пути dx  (рис. 3.5, а), определяется по 
формуле 
 

WFdxWdVdQ −=−=ж , 
 

где W − теплота, поглощаемая единицей объема V, в единицу времени. 

С другой стороны, по закону теплофизики  
 

сFGdTdQ −=ж , 
 

где G − удельная инфильтрация плоской стенки. Следовательно,  
 

dx
dTсGW = . 

 
Тогда дифференциальное уравнение Пуассона, описывающее явление теплопроводности, примет 

вид  
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После введения обозначения 
λ
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du 0, откуда  

 

Т Т Т1 

Т1 
Т1 

Т2 Т2 

dТ 
dТ 

L 

x r 

G 

G 

r dr r2dx x 

r1 

λ λ 

δ 

0 



 

Сe
P
DT Px +−= − ; С

P
DT +−=1 ; Сe

P
DT P +−= δ−

2 . 

 
Окончательно имеем: 
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Потери тепла:  
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При эксфильтрации в плоской стенке температурная кривая будет выпуклой, а во всех полученных 

соотношениях знак впереди P изменится на обратный (внутренний источник тепла в этом случае будет 
положительным). 

Количество тепла, поглощаемого в единицу времени протекающей сквозь капиллярно-пористую 
цилиндрическую стенку жидкостью (отрицательный источник тепла) на участке пути dr  (рис. 3.5, б), 
может быть определено по формуле WFdrWdVdQ −=−=ж .  

С другой стороны, cFGdTdQ −=ж . Следовательно,  
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где 
rL

G
π
ρ

2
=  − удельная инфильтрация; ρ  − полная инфильтрация через цилиндрическую стенку. 

Тогда дифференциальное уравнение Пуассона, описывающее явление, примет вид 
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После обозначения 
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Окончательно имеем: 
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Потери тепла  
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При эксфильтрации в цилиндрической стенке температурная кривая может оказаться выпуклой. 
Ввиду того, что внутренний источник тепла в этом случае будет положительным, постоянная Р во всех 
полученных соотношениях будет определяться как разность  
 

L
cP
πλ2
ρ

1−= , 

 

В частном примере, когда =
L

с
πλ
ρ

2
1, распределение температуры в цилиндрической стенке 

становится прямолинейным, ибо при =P 0 явление в цилиндрической стенке начинает описы-

ваться уравнением =2

2

dr
Td 0. 

 
 
 
 

4. НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ  
В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ 

 
 

4.1. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 

Явление нестационарного распространения тепла в одномерном пространстве твердого тела описы-

вается дифференциальным уравнением 

2

2

х
ТаТ

∂
∂

=
τ∂

∂ .                                         (4.1) 

 
Любая функция Т = f (х, τ) будет решением этого уравнения, если при подстановке в него она даст 

тождество. Пусть Т = U (τ) V (х). Тогда 
 

)()(
τ

xVUТ
τ′=

∂
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x
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∂
∂ τ2

2
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После подстановки в дифференциальное уравнение получается 
 

( ) ( ) ( ) ( )ττ UxVаUxV ′′=′     или    ( )
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Переменные τ и х являются независимыми друг от друга аргументами. Это означает, что величина 

−k2 может быть только постоянной. Тогда дифференциальное уравнение в частных производных (4.1) 
можно представить в виде системы из двух обыкновенных дифференциальных уравнений: 

( ) ( ) =+′ ττ 2UаkU 0,     ( ) ( ) =+′′ xVkxV 2 0, 
 

которые будут иметь решения, соответственно, 
 

( ) τ−=τ
2а

1
keCU    и    ( ) ikxikx eCeCxV +− += 32 . 

 
Учитывая известные соотношения 
 

kxikxe ikx sincos −=− ,    kxikxe ikx sincos +=+ , 
 

можно записать   ( ) kxCkxCxV sincos 54 += .   Тогда 
  

( ) ( ) τ−τ− +=
22 аа sincos kk ekxBekxDТ                    (4.2) 

есть общее решение дифференциального уравнения теплопроводности (4.1), а постоянные D, B, k опре-

деляются при более конкретной постановке задачи.  

Если явление распространения тепла описывается дифференциальным уравнением в цилиндриче-

ской системе координат 
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то  
( ) ( ) τ−τ− +=

22 а
1

а
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kk ekxBJekxDJT ,                       (4.4) 
 

где J0(kх) − функция Бесселя первого рода нулевого порядка; 
J1(kх) − функция Бесселя первого рода первого порядка. 

Если явление распространения тепла описывается дифференциальным уравнением в сферической 

системе координат 
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то подстановкой Ζ = (rT) его можно свести к уравнению 2

2

τ r
ΖаΖ

∂
∂

=
∂
∂ , решение которого уже известно. 

 
4.2. ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ  
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ  
ПРИ КОНВЕКТИВНОМ ОХЛАЖДЕНИИ 

 



 

Пластина, равномерно нагретая до температуры Т0 (рис. 4.1), в момент времени τ = 0 помещается в 
среду с температурой Тс и охлаждается одинаковым образом с обеих сторон путем теплоотдачи с коэф-
фициентом α. Математически такой процесс описывается следующими уравнениями. 

Дифференциальное уравнение теплопроводности 
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• условие симметрии 
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• условие на границе 
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• начальное условие 
 

( ) ТТ ==τ 0 .           (4.8) 
 
Уравнения (4.6) − (4.8) называются также краевыми условиями, или условиями однозначности. Они 

описывают физическую картину в начале процесса и на границах тела, благодаря чему в общем реше-
нии дифференциального уравнения теплопроводности находятся константы D, B, k и решение становит-
ся конкретным. 

Решение уравнений (4.5) − (4.8) оказывается более удобным, если ввести новую переменную ϑ = T 

− Tc. Тогда 
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( ) 00 ϑ=ϑ =τ .                                     (4.12) 

 
Дифференциальное уравнение (4.9) аналогично (4.1), поэтому его общее решение будет  
 

( ) ( ) τ−τ− +=ϑ
22 аа sincos kk ekxBekxD . 

 
Подстановка общего решения в условия симметрии (4.10) дает B = 0. Следовательно,  
 

( ) τ−=ϑ
2аcos kekxD . 

Последнее выражение при подстановке в граничное условие (4.11) приводит к характеристическому 

уравнению 
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с бесчисленным множеством дискретных чисел: µ1, µ2, µ3, …, µn. 

Таким образом,  
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Для определения константы D необходимо использовать начальное условие (4.12) и свойство орто-

гональных функций. 
При τ = 0  
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После умножения на 
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На основании свойств ортогональности  
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Действуя точно таким же способом с индексами 2, 3, …, n, можно найти D2, D3, ..., Dn. Окончатель-
но имеем 
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=  − соответственно, безразмерная температура, координата и время (кри-

терий Фурье). Когда имеет место нагрев, решение (4.13) остается без изменения. Однако под темпера-
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Значение температурного поля позволяет определить тепловой поток на поверхности как 
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и среднюю температуру тела в любой момент времени 
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Для бесконечного цилиндра температурное поле находится аналогичным математическим методом: 
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При этом дискретные nµ  числа определяются из характеристического уравнения 
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Безразмерный комплекс 
λ

Bi Rα
= , входящий в структуру уравнений для определения дискретных 

чисел (критерий Био), характеризует теплообмен на границе тела и теоретически может принимать зна-
чения от нуля до бесконечности. Обычными значениями этого критерия характеризуются граничные 
условия третьего рода, когда заданы закон теплообмена и температура окружающей среды. При Bi → ∞ 
имеет место Tп → Тс. Граничные условия третьего рода переходят в граничные условия первого рода, 
когда вместо закона теплообмена задается температура на поверхности тела. В этом случае характери-
стические уравнения для пластины и цилиндра, соответственно, ;µcos 0=  ( ) 0µ0 =J , а решения (4.13) и 
(4.14) примут форму, соответственно, 
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Для практических инженерных расчетов на рис. 4.2 – 4.5 приведены номограммы для определения 

температуры в центре и на поверхности пластины и цилиндра при заданных значениях Fo и Bi. 
 

4.3. МЕТОД ПЕРЕМНОЖЕНИЯ  
ТЕМПЕРАТУРНЫХ КРИТЕРИЕВ 

 
Температурное поле в брусе прямоугольного сечения. Прямоугольный брус бесконечных размеров 

как фигура может быть образован пересечением двух неограниченных пластин, толщина которых соот-
ветствует его двум измерениям (рис. 4.2). Температурное поле в таком теле может быть найдено путем 
перемножения известных температурных критериев для двух неограниченных пластин: 
 



 

yxxy θθθ = .                                        (4.15) 
 
Здесь θx − температурное поле в неограниченной пластине толщиной 2R1, с координатой пространства 
х; θy − температурное поле в неограниченной пластине толщиною 2R2, с координатой пространства y. 

 
 
При охлаждении выражение (4.15) имеет вид 
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При нагреве выражение (4.15) записывается как 
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• для точки 0  
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Температурное поле в конечном цилиндре. Конечный цилиндр как фигура может быть образован 
пересечением неограниченной пластины и бесконечного цилиндра. Температурное поле находится как 
произведение известных температурных критериев для неограниченной пластины и бесконечного ци-
линдра: zrrz θθθ = , где θz − температурное поле в неограниченной пластине толщиною L = 2R2 (полная 
длина короткого цилиндра) с координатой пространства z; θr − температурное поле в бесконечном ци-
линдре диаметром d = 2R1 (диаметр короткого цилиндра) с координатой пространства r. 

 
 

Рис. 4.2. Пересечение двух неограниченных пластин, 
образующих брус прямоугольного сечения 
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Температурное поле параллелепипеда. Формула температурного поля параллелепипеда имеет вид 
θxyz = θx θy θz, где θx, θy, θz − известные температурные критерии неограниченных пластин, пересечением 
которых образован параллелепипед. 

Тепловое прослушивание тел конечных размеров. Температурное поле, возникающее в телах конеч-
ных размеров (брус квадратного и прямоугольного сечений, куб, параллелепипед, короткий цилиндр), 
приобретает весьма интересное свойство: оно может быть скоординировано распределением темпера-
туры либо вдоль осей симметрии, либо по поверхности тела. Вид такой координационной связи опреде-
ляется условиями протекания процесса. Если математическое описание явления (например, в брусе с 
расположением координат по осям симметрии) позволяет искать решение задачи в виде произведения 
функций 
 

ϑ = f (х) f (y),                                           (4.16) 
 
где ϑ = (T − Tc) − избыточная температура при охлаждении; ϑ = (Tc − T) − избыточная температура при на-
гревании, то координатная связь имеет вид 
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где ϑ (х, y) − температурное поле в брусе прямоугольного сечения;  
ϑ (х, 0) − распределение температуры по оси симметрии х; ϑ (y, 0) − распределение температуры по оси 
симметрии у; ϑ (0, 0) − температура в центре бруса; ϑ (х, R2) − распределение температуры по поверх-
ности длиною R1; ϑ (R1, y) − распределение температуры по поверхности длиною R2; ϑ (R1, R2) − 
температура на ребре бруса. 

Если математическое описание явления позволяет искать решение задачи в виде суммы функций 

T (x, y) = f (х) + f (y), где T (х, y) − температура тела при охлаждении или нагревании, то координатная 

связь получается в виде 

 
T (х, y) = T (х, 0) + Т (0, y) − T (0, 0) = Т (R1, y) + T (х, R2) − T (R1, R2). 

 
(4.18) 

 

Закономерность (4.17) может быть использована в тех случаях, когда тело нагревается или охлаж-

дается путем конвекции, т.е. когда имеют место граничные условия третьего рода. 

Закономерность (4.18) может быть использована в тех случаях, когда тело нагревается постоянным 
(во времени) тепловым потоком, т.е. когда имеют место граничные условия второго рода. Особое зна-
чение при автоматизации и оптимизации процесса нагрева имеет зависимость 
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обладающую свойством теплового "прослушивания" для условий характеризующихся неравенством 
0,24 < Bi < ∞. Таким образом, измеряя температуры в трех точках поверхности прямоугольного бруса 
можно косвенно определить температуру его центра, без термопары. При этом нет необходимости знать 
такие теплофизические характеристики вещества, как теплопроводность, теплоемкость, плотность. 

 
4.4. РЕГУЛЯРНЫЙ ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ 

 



 

Анализ решения (4.4) – (4.13) говорит о том, что изменение избыточной температуры любой точки 

объема подчиняется экспоненциальному закону 
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При Bi → ∞, ctg µ = 0 это означает: 
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Следовательно, при  *FoFo >   
 

FoFoFo 2
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2
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2
1 µ−µ−µ− >>>> eee . 

Таким образом, начиная с некоторого момента времени, соответствующего *FoFo > , для определе-
ния температуры достаточно ограничиться одним первым членом бесконечного ряда, т.е. можно ис-
пользовать экспоненциальную зависимость Fo

1
2
1µ−=ϑ eA , откуда 
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или сокращенно:  

constln +τ
ψ

−=ϑ
а ,                                 (4.21) 

 constτln +−=ϑ m .                                  (4.22) 
 

Тепловой режим, при котором натуральный логарифм избыточной температуры изменяется по за-
кону прямой линии, называется регулярным тепловым режимом. Множитель m характеризует скорость 
протекания явления и носит название темпа процесса. Согласно (4.22), 
 
 

а = ψ m.                                          (4.23) 
 
 

Формула (4.23) служит теоретической основой для экспериментального определения коэффициента 
температуропроводности вещества а. Размерный коэффициент формы тела ψ, согласно (4.20) численно ра-
вен:  
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• для конечного цилиндра  22к.ц

31,1

1







 π

+





 π

=ψ

LR

; 



 

• для параллелепипеда 2
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Следовательно, для практического расчета коэффициента 

температуропроводности вещества необходимо еще достичь 
обстоятельств, соответст- вующих Bi → ∞, и из опыта найти темп 
такого процесса. 

Так как ;
λ
αBi R

=  ;∞≠R  ≠λ 0, то остается α → ∞. Это 

достигается энергичным механическим перемешиванием жидкости 
(окружающей среды). Для поддержания Тс = const опыт проводят в 
воде с тающим льдом либо в кипящей воде. Для определения m 
необходимо по ходу опыта в регулярной части процесса 
произвести измерение ϑ1, τ1 и ϑ2, τ2 (рис. 4.3).  
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4.5. КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЙ ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ 

 
Распространение тепла в телах классической формы при нагреве тел (рис. 4.4) постоянным тепло-

вым потоком (граничных условиях второго рода) описывается следующими дифференциальными уравне-
ниями: 
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где ξ = 1 для неограниченной пластины и ξ = 2 для бесконечного цилиндра. 

Решение такой системы может быть представлено в форме 
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Рис. 4.4. Нагрев тел постоянным тепловым потоком 
 
 
Так как µ1 < µ2 < µ3 < …, то бесконечный ряд быстро гаснет, а начиная с некоторого значения крите-

рия Фурье (Fо > Fо*), становится пренебрежимо малым по сравнению с двумя первыми членами. Тогда 

 
 

Рис 4.3. График измене-
ф
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Таким образом, во всех случаях нагрева тела постоянным тепловым потоком (qc = const) его темпе-
ратура, начиная с некоторого момента времени, изменяется по закону прямой линии. Такой тепловой 
режим называется квазистационарным. Определяя экспериментально b и k, можно получить значение 
коэффициента теплопроводности и температуропроводности вещества сразу из одного опыта (рис. 4.5). 

Если температура измеряется только на поверхности тела, то 
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Если температура измеряется и на поверхности, и в центре, то 
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Рис. 4.5. Зависимость температуры тела от времени  
при  нагревании (q = const): 

Тп − температура поверхности; Тц − температура центра 
 
 

4.6. УПОРЯДОЧЕННЫЙ ИЛИ ОБОБЩЕННЫЙ  
ТЕПЛОВОЙ РЕЖИМ 

 
Рассмотренный ранее регулярный тепловой режим был сформулирован так: период нагревания или 

охлаждения тела, начиная с которого натуральный логарифм избыточной температуры любой точки из-
меняется во времени по закону прямой линии, называется регулярным тепловым режимом. Математи-
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ческая закономерность режима в виде натурального логарифма избыточной температуры получается 
при условии нагревания или охлаждения тела по закону конвекции. 

Рассмотренный ранее квазистационарный тепловой режим формулируется так: период нагревания 
тела, начиная с которого температура любой точки изменяется во времени по закону прямой линии, на-
зывается квазистационарным тепловым режимом. Такая математическая зависимость получается при 
условии нагревания тела постоянным тепловым потоком. 

Регулярный, квазистационарный и любой возможный тепловой режим могут быть обобщены сле-
дующей формулировкой: тепловой период нагревания или охлаждения тела, начиная с которого неко-
торый температурный комплекс любой точки изменяется во времени по закону прямой линии, называ-
ется упорядоченным тепловым режимом. Математическая закономерность упорядоченного теплового 
режима (при любом способе нагревания или охлаждения) может быть получена из анализа дифферен-
циальных уравнений, описывающих процесс. Например, для неограниченной пластины эти уравнения 
имеют вид 

 

2

2

х
ТаТ

∂
∂

=
τ∂

∂ ,     =







∂
∂

=0хх
Т 0, 

 
Т (R, τ) = Tп(τ),     Т (0, τ) = Тц(τ),      Т (х, 0) = Т0. 

 
Если предусмотреть изменение во времени температуры поверхности Тп(τ) и центра пластины Тц(τ), 

то решение приводит к закономерности  
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Эта закономерность и является математическим выражением упорядоченного теплового режима. Мож-

но показать, что математические закономерности регулярного и квазистационарного теплового режи-

мов являются ее частными случаями. Закономерность упорядоченного теплового режима (4.30) включа-

ет в свою структуру одну неизвестную величину − температуропроводность вещества а. После диффе-

ренцирования (4.25) имеем 
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в результате определяется  
температуропроводность вещества. 

Температурный комплекс ( ) ∫ −
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п
цп 23,1lnФ

TT
dTTT , вычисляется 

в функции от времени. Зависимость Ф =  
= ψ(τ) заносится на график, где производная Ф по τ равнозначна тан-
генсу наклона прямой линии (рис. 4.6). 

Следует заметить, что закономерность упорядоченного теплового 

режима (4.30) не лимитируется параметрами и физическими перемен-

ными внешней среды. Поэтому она может быть использована для лю-

бых условий нагревания и охлаждения. Температура окружающей среды может изменяться во времени 

(нагрев и охлаждение вместе с печью). Однако во всех случаях необходимым условием является насту-

пление упорядоченного теплового периода, т.е. когда температурный комплекс Ф начнет изменяться во 

времени по закону прямой линии. 

 
 

Рис. 4.6. Зависимость изменения 
температур поверхности и 
центра тела от времени 
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4.7. НАГРЕВ И ОХЛАЖДЕНИЕ ТЕРМИЧЕСКИ ТОНКИХ ТЕЛ КОНВЕКТИВНЫМ ПОТОКОМ ТЕП-
ЛА 

 
Термически тонкими считаются такие тела, в процессе нагрева которых можно пренебречь изменением 

температуры по их объему (рис. 4.7).  

Математическое описание такого нагрева вытекает из уравнения теплового баланса 
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Общее решение τ−=ϑ PDe  становится конкретным в результате учета начальных условий: Т = Т0 при 

τ = 0 и, значит, D = ϑ0 = Tc − T0,  
ϑ = ϑ0 e-Pτ. Здесь  
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где R − характерное измерение тела; −=   ξ
V
FR  безразмерный фактор 

формы тела, равный для неограниченной пластины, бесконечного 
цилиндра и шара, соответственно, 1, 2, 3; 
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температуропроводности вещества. 
Окончательно имеем  
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В практических условиях любое тело можно назвать термически тонким, если выполняется хотя бы 

одно из трех условий: геометрические размеры достаточно малы; коэффициент теплопроводности 
слишком велик, коэффициент теплоотдачи слишком мал. В более корректной форме понятие термиче-
ски тонкого тела характеризуется критерием Био, куда входят все три перечисленные фактора. Чем Био 
меньше, тем ближе тело относится к термически тонкому телу. Практически принято считать тело тер-

мически тонким, если соблюдается неравенство <
α

=
λ

Bi R 0,24. 

 
 

Рис 4 7 Конвектив-

α 

α 

α 

F 

Tc 

Tc

Tc 

c, ρ, 
T, V, λ 



 

 
4.8. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕПЛА  

В ПОЛУОГРАНИЧЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
 
Полуограниченным пространством называется область бесконечной протяженности в сторону по-

ложительных значений оси абсцисс и перпендикулярно ей. Примером может служить Земля, если нача-
ло координат − на поверхности, а положительные значения оси уходят в глубину. 

Рассмотрим задачу, когда поверхность полупространства (массива), имеющего начальную темпера-
туру Т0, внезапно охлаждается до температуры Тс, которая в дальнейшем поддерживается неизменной 
на протяжении всего времени релаксации. Тогда процесс переноса тепла запишется в виде 
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где ϑ = (Т − Тс); ϑ0 = (Т0 − Тс). 

С помощью обычной подстановки можно показать, что интеграл 
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удовлетворяет системе (4.26), когда под аргументом подразумевается комплекс 
аτ
хΖ
4

= . 

Это означает, что интеграл такого вида является решением системы (4.26), описывающей распро-
странение тепла в полуограниченном пространстве. Тепловой поток в любом сечении 
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Отсюда поток на поверхности (Z = 0) 
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где 
πτ
ρλ сb = . 

Параметр b характеризует аккумулирующую способность массива в данный момент и носит назва-
ние коэффициента теплоусвоения. Как видно, на протяжении процесса теплового выравнивания он из-
меняется от ∞ до 0. В количественном смысле коэффициент теплоусвоения массива при термической 
релаксации – это отношение теплового потока на поверхности в данный момент времени qп(τ) к посто-
янной максимальной разности температур системе ϑ. 

Когда имеет место нагрев полуограниченного пространства (массива), все соотношения по форме 
остаются без изменения. Необходимо лишь поменять местами параметры Т0 и Тс, а под избыточными 
температурами понимать ϑ = (Тс − Т);  ϑ0 = (Тс − Т0). 

Тогда аккумуляция тепла определяется путем интегрирования: 
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где ρλβ с=  − коэффициент тепловой активности вещества. 
Все расчетные соотношения, полученные для полупространства, могут быть использованы и для пло-

ской стенки. При этом вычисления будут сохранять относительную строгость до того момента, пока теп-

ловое возмущение в достаточной мере не проникнет сквозь всю ее толщину.  

При больших значениях объемной теплоемкости (сρ) коэффициент теплоусвоения больше, а коэф-

фициент температуропроводности − меньше. Это означает, что в процессе будет обеспечено большое 

проникновение тепла и медленное распространение температуры. При малых значениях сρ, наоборот, 

обеспечивается малое проникновение тепла и быстрое распространение температуры. 

В общем случае при большом значении β и в обычных условиях рука, приложенная к телу, будет 

ощущать холод. Таким образом, описанный процесс может быть использован для оценки контактного те-

плообмена между стопой ноги и полом помещения. За величину, характеризующую гигиенические свой-

ства пола, принимается соотношение (4.27). 

 
4.9. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ВОЛНЫ  
В ПОЛУОГРАНИЧЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Многие явления природы подчиняются закону простого гармонического колебания. Только перио-

ды таких колебаний для разных условий могут быть различными. Так, период наиболее резких колеба-

ний температуры земли равен одному году, а для ограждающих конструкций жилого помещения он со-

ставляет одни сутки. Существуют примеры, когда температурные колебания исчисляются периодом в 

долях секунды. Большинство из них происходят по закону косинуса, однако, даже самые сложные ко-

лебания все равно могут быть описаны путем наложения косинусоид. Температурные колебания легко 

создаются в лабораторных условиях. Изменяя температуру поверхности тела в прямом и обратном на-

правлениях, внутри его удается получить температурные волны, которые, угасая, идут в глубину объе-

ма. 
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Рис 4.8. Изменение температуры в полуограниченном теле: 

( )*τ,τ, ТТхх −=ϑ  − температурные волны;  

( )*
max
п

max
п TT −=ϑ  − амплитуда колебаний на поверхности  

(максимальное отклонение температуры на поверхности); 

( )*
maxmax TTxx −=ϑ  − затухающие амплитуды колебаний по глубине  

(максимальное отклонение температуры по глубине) 

 

На рис 4.8 показано распределение температуры в полуограниченном теле при циклическом подво-
де теплоты к его поверхности.  

Если процесс теплового колебания продолжается достаточно долго, то начальные условия не будут 
оказывать влияние на распределение температуры. Тогда система дифференциальных уравнений, опи-
сывающих явление распространения температурных волн, будет состоять из двух уравнений: 
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где Ζ − полный период колебаний; 
Ζ
πω 2

=  − частота колебаний. 

Решение системы имеет вид 
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Из этого решения вытекает ряд зависимостей, которые часто используются в технических расчетах. 
Глубина заметного проникновения температурных волн. Колебания считаются затухшими, когда 

соблюдается отношение =
ϑ
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Плотность теплового потока на поверхности может быть найдена по формуле 
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где ωρλ сВ = . 

Максимальная плотность теплового потока на поверхности 
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Параметр В характеризует аккумулирующую способность массива 

и носит название коэффициента теплоусвоения, который в процессе 
распространения температурных волн остается постоянным. В количественном смысле коэффициент теп-
лоусвоения массива при термических колебаниях − это отношение максимального теплового потока на 
поверхности, к максимальному отклонению температуры на поверхности. 

Накопление и расход тепловой энергии. Многие рабочие процессы, имеющие практическое значе-
ние, представляют собой повторение одного и того же цикла. В тех случаях, когда система характеризу-
ется температурой, имеют место полупериодические процессы накопления и расхода тепловой энергии. 
При описанных условиях накопление и расход тепловой энергии численно равны между собой и отли-
чаются лишь противоположным знаком. 

Таким образом,  
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где ρλ c=β  − коэффициент тепловой активности вещества. 
При больших значениях объемной теплоемкости сρ коэффициент теплоусвоения больше, а коэф-

фициент температуропроводности меньше. Это означает большое накопление тепла за полупериод и 

неглубокое проникновение температурных волн. При малых значениях сρ – наоборот. Все выведенные 

соотношения сохраняют свою строгость и для плоской стенки, если температурные волны не достигают 

противоположной поверхности. При незначительном проникновении ими можно пользоваться как при-

ближенными.  

Параллельно температурным волнам здесь может действовать проникающая теплопередача (рис. 

4.9), поэтому при расчетах температурных волн приходится учитывать следующее: 
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Если температурные колебания в плоской стенке имеют место с другой ее стороны, то во всех вы-

ражениях необходимо вместо х подставить δ − х, оставив начало координат на прежнем месте и изменив 

лишь индексы соответствующих температур. Так, при колебаниях температуры слева распределение 
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баний температуры на поверхности плоской стенки справа. 

 
 

Рис. 4.9. Изменение температуры
в стенке при циклическом подводе

теплоты к его поверхности
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Так, например, для проникающей теплопередачи при колебаниях слева  
 

( ) хТТТхТ
δ

21
10

−
−= . 

То же при колебаниях справа: 
 

( ) ( ) ( )хТТТхТТТхТ −
−

+=−
−

−= δ
δ

δ
δ

21
2

12
20 . 

 
С гигиенической точки зрения, более удовлетворительными являются ограждающие конструкции, 

обладающие более высокими значениями коэффициента теплоусвоения. В этом случае колебания про-
изводительности отопительных приборов будут в какой-то степени компенсироваться накоплением и 
расходом тепловой энергии ограждающими конструкциями, а температура воздуха в помещении будет 
более равномерной во времени. 

 
4.10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТОКА ТЕПЛА  
НА ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
Решение задачи при двусторонних колебаниях температуры на поверхности плоской стенки пред-

ставляет большую сложность. Даже при упрощающих предпосылках оно оказывается громоздким и не-
удобным для практического применения. Определение теплового потока с помощью метода респонс-
фактора упрощается благодаря возможности пользоваться выводами для случая односторонних темпе-
ратурных волн. При этом вначале целесообразно рассмотреть по отдельности четыре различных случая. 

С л у ч а й  I  – температура внутри помещения и на улице остает-ся постоянной. Наблюдается 
обычная проникающая теплопередача (рис. 4.10, а). 

Распределение температуры имеет вид 
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С л у ч а й  II  – температура на улице остается постоянной, температура внутри помещения меняет-

ся по гармоническому закону, максимальное отклонение температуры внутри тела наблюдается относи-
тельно линии 0−0 (рис. 4.10, б). 
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Рис. 4.10. Изменение температуры по толщине стенки  
при стационарном (а) режиме и при гармоническом изменении  

температуры внутри помещения (б) 
 
 
Формула распределения амплитуды по сечению стенки имеет вид 
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С л у ч а й  III  – температура в помещении остается постоянной, температура на улице меняется по 
гармоническому закону, максимальное и минимальное отклонение температуры внутри тела наблюда-
ется относительно линии 0−0. Формула распределения амплитуды по сечению стенки имеет вид 
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С л у ч а й  IV – тепловой поток на внутренней поверхности стенки при тепловом воздействии всех 
случаев одновременно. 

Дополнительный тепловой поток (положительного или отрицательного знака), возникающий в сис-
теме как отклик на температурное возмущение, называется респонс-фактором (ответным фактором). 

Так, в нашем случае респонс-фактор, вызванный на левой поверхности ограждения температурным 
возмущением этим возмущением, 
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Респонс-фактор вызванный на левой поверхности ограждения температурным возмущением на 
противоположной поверхности, 
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Основное свойство респонс-факторов формулируется так: тепловой поток на поверхности ограж-
дения после всех температурных возмущений равен сумме первоначального теплового потока и всех 
потоков респонс-фактора. 

Случаи II и III в отдельности встречаются крайне редко. Чаще они действуют одновременно. Их од-
новременное действие и характеризуется свойствами респонс-факторов:  
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Следовательно, тепловой поток − это тот поток на внутренней поверхности ограждения, который будет 

иметь место, если произойдет температурное возмущение слева от Тп10 до max
1пТ  и справа от Тп20 до max

2пT . 
Используя правило знаков теплового потока qист в законе Фурье, можно получить расчетные выра-

жения для любых других вариантов температурного возмущения в плоской системе.  
 
 

 
Тогда аккумуляция тепла определяется путем интегрирования: 
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где ρλβ с=  − коэффициент тепловой активности вещества. 
Все расчетные соотношения, полученные для полупространства, могут быть использованы и для пло-

ской стенки. При этом вычисления будут сохранять относительную строгость до того момента, пока теп-

ловое возмущение в достаточной мере не проникнет сквозь всю ее толщину.  

При больших значениях объемной теплоемкости (сρ) коэффициент теплоусвоения больше, а коэф-

фициент температуропроводности − меньше. Это означает, что в процессе будет обеспечено большое 

проникновение тепла и медленное распространение температуры. При малых значениях сρ, наоборот, 

обеспечивается малое проникновение тепла и быстрое распространение температуры. 

В общем случае при большом значении β и в обычных условиях рука, приложенная к телу, будет 

ощущать холод. Таким образом, описанный процесс может быть использован для оценки контактного те-

плообмена между стопой ноги и полом помещения. За величину, характеризующую гигиенические свой-

ства пола, принимается соотношение (4.27). 
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ма. 

 
 

Рис 4.8. Изменение температуры в полуограниченном теле: 
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( )*τ,τ, ТТхх −=ϑ  − температурные волны;  

( )*
max
п

max
п TT −=ϑ  − амплитуда колебаний на поверхности  

(максимальное отклонение температуры на поверхности); 

( )*
maxmax TTxx −=ϑ  − затухающие амплитуды колебаний по глубине  

(максимальное отклонение температуры по глубине) 

 

На рис 4.8 показано распределение температуры в полуограниченном теле при циклическом подво-
де теплоты к его поверхности.  

Если процесс теплового колебания продолжается достаточно долго, то начальные условия не будут 
оказывать влияние на распределение температуры. Тогда система дифференциальных уравнений, опи-
сывающих явление распространения температурных волн, будет состоять из двух уравнений: 
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х
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где Ζ − полный период колебаний; 
Ζ
πω 2

=  − частота колебаний. 

Решение системы имеет вид 
 
( ) kx

x ekx −
τ −ϑ=ϑ ωτcosmax

п, ,  

где 
а

k
2
ω

= . 

Из этого решения вытекает ряд зависимостей, которые часто используются в технических расчетах. 
Глубина заметного проникновения температурных волн. Колебания считаются затухшими, когда 

соблюдается отношение =
ϑ
ϑ =

max
п

max
Lx 0,01. 

При ( ) =− kxωτcos 1, следует kx
x e−ϑ=ϑ max

п
max . Тогда глубина заметного проникновения (х = L) 

ω
2

6,4
6,4 а

k
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Плотность теплового потока на поверхности может быть найдена по формуле 
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πωτcosmax
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где ωρλ сВ = . 

Максимальная плотность теплового потока на поверхности 
 

max
п

max
п ϑ=τ Вq . 

 
Параметр В характеризует аккумулирующую способность массива 

и носит название коэффициента теплоусвоения, который в процессе 



 

распространения температурных волн остается постоянным. В количественном смысле коэффициент теп-
лоусвоения массива при термических колебаниях − это отношение максимального теплового потока на 
поверхности, к максимальному отклонению температуры на поверхности. 

Накопление и расход тепловой энергии. Многие рабочие процессы, имеющие практическое значе-
ние, представляют собой повторение одного и того же цикла. В тех случаях, когда система характеризу-
ется температурой, имеют место полупериодические процессы накопления и расхода тепловой энергии. 
При описанных условиях накопление и расход тепловой энергии численно равны между собой и отли-
чаются лишь противоположным знаком. 

Таким образом,  

∫ ϑ±=±= τ

Ζ

dqQ
5,0

0

max
пп ω

βτ 2 , 

где ρλ c=β  − коэффициент тепловой активности вещества. 
При больших значениях объемной теплоемкости сρ коэффициент теплоусвоения больше, а коэф-

фициент температуропроводности меньше. Это означает большое накопление тепла за полупериод и 

неглубокое проникновение температурных волн. При малых значениях сρ – наоборот. Все выведенные 

соотношения сохраняют свою строгость и для плоской стенки, если температурные волны не достигают 

противоположной поверхности. При незначительном проникновении ими можно пользоваться как при-

ближенными.  

Параллельно температурным волнам здесь может действовать проникающая теплопередача (рис. 

4.9), поэтому при расчетах температурных волн приходится учитывать следующее: 
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Если температурные колебания в плоской стенке имеют место с другой ее стороны, то во всех вы-

ражениях необходимо вместо х подставить δ − х, оставив начало координат на прежнем месте и изменив 

лишь индексы соответствующих температур. Так, при колебаниях температуры слева распределение 

амплитуды по глубине вы-

ражалось соотношением 
kx

х e−ϑ=ϑ max
1п

max . 

В случае колебаний тем-

пературы справа  

 
( )xk

x e −δ−ϑ=ϑ max
2п

max , 

 
где max

2пϑ  − амплитуда коле-

баний температуры на поверхности плоской стенки справа. 

Так, например, для проникающей теплопередачи при колебаниях слева  
 

 
 

Рис. 4.9. Изменение температуры
в стенке при циклическом подводе

теплоты к его поверхности
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То же при колебаниях справа: 
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С гигиенической точки зрения, более удовлетворительными являются ограждающие конструкции, 

обладающие более высокими значениями коэффициента теплоусвоения. В этом случае колебания про-
изводительности отопительных приборов будут в какой-то степени компенсироваться накоплением и 
расходом тепловой энергии ограждающими конструкциями, а температура воздуха в помещении будет 
более равномерной во времени. 

 
4.10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТОКА ТЕПЛА  
НА ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
Решение задачи при двусторонних колебаниях температуры на поверхности плоской стенки пред-

ставляет большую сложность. Даже при упрощающих предпосылках оно оказывается громоздким и не-
удобным для практического применения. Определение теплового потока с помощью метода респонс-
фактора упрощается благодаря возможности пользоваться выводами для случая односторонних темпе-
ратурных волн. При этом вначале целесообразно рассмотреть по отдельности четыре различных случая. 

С л у ч а й  I  – температура внутри помещения и на улице остает-ся постоянной. Наблюдается 
обычная проникающая теплопередача (рис. 4.10, а). 

Распределение температуры имеет вид 
 

( ) xTTТхТ
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Тепловой поток на внутренней поверхности 
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С л у ч а й  II  – температура на улице остается постоянной, температура внутри помещения меняет-

ся по гармоническому закону, максимальное отклонение температуры внутри тела наблюдается относи-
тельно линии 0−0 (рис. 4.10, б). 
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Рис. 4.10. Изменение температуры по толщине стенки  
при стационарном (а) режиме и при гармоническом изменении  

температуры внутри помещения (б) 
 
 
Формула распределения амплитуды по сечению стенки имеет вид 
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Распределение температуры по сечению  
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Тепловой поток на внутренней поверхности стенки 
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С л у ч а й  III  – температура в помещении остается постоянной, температура на улице меняется по 
гармоническому закону, максимальное и минимальное отклонение температуры внутри тела наблюда-
ется относительно линии 0−0. Формула распределения амплитуды по сечению стенки имеет вид 
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Распределение температуры по сечению 
 

( ) ( )xk
х exTТ −−ϑ+= δmax

пII0III
III  

 
Тепловой поток на внутренней поверхности стенки 
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С л у ч а й  IV – тепловой поток на внутренней поверхности стенки при тепловом воздействии всех 

случаев одновременно. 
Дополнительный тепловой поток (положительного или отрицательного знака), возникающий в сис-

теме как отклик на температурное возмущение, называется респонс-фактором (ответным фактором). 
Так, в нашем случае респонс-фактор, вызванный на левой поверхности ограждения температурным 

возмущением этим возмущением, 
 
 

( ) II
max
1п0IIIII λ kqqq xϑ=−=∆ . 

 
 

Респонс-фактор вызванный на левой поверхности ограждения температурным возмущением на 
противоположной поверхности, 
 
 

( ) δ
III

max
пIII2I0IIIIII

IIIλ kekqqq −ϑ−=−=∆ . 
 
 

Основное свойство респонс-факторов формулируется так: тепловой поток на поверхности ограж-
дения после всех температурных возмущений равен сумме первоначального теплового потока и всех 
потоков респонс-фактора. 

Случаи II и III в отдельности встречаются крайне редко. Чаще они действуют одновременно. Их од-
новременное действие и характеризуется свойствами респонс-факторов:  
 

IIIII01ист qqqq ∆+∆+= . 
 

После подстановки IIIII01 ,, qqq ∆∆  в истq  получаем 
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III

max
п2IIIII

max
п1II20п10пист

IIIλλ
δ
λ kekkTТq −ϑ−ϑ+−= . 

 
Следовательно, тепловой поток − это тот поток на внутренней поверхности ограждения, который будет 

иметь место, если произойдет температурное возмущение слева от Тп10 до max
1пТ  и справа от Тп20 до max

2пT . 
Используя правило знаков теплового потока qист в законе Фурье, можно получить расчетные выра-

жения для любых других вариантов температурного возмущения в плоской системе.  
 
 

 
5. МАССОПРОВОДНОСТЬ  

КАПИЛЛЯРНО-ПОРИСТЫХ ТЕЛ 
 
 

5.1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ  
ТЕОРИИ ВЛАГОПРОВОДНОСТИ МАТЕРИАЛОВ 

 
Под влажностью понимается весовое количество влаги, отнесенное к весовому количеству сухого 

материала, взятому в объеме точно таких же размеров. Таким образом, влажность является безразмер-
ной величиной, выраженной в долях сухого материала. О влажности в данной точке тела можно гово-



 

рить при очень малом его объеме. При этом полем влажности называется совокупность значений влаж-
ности в различных точках пространства в различные моменты времени. 

Изовлажностной поверхностью называется геометрическое место точек одинаковой влажности. 
Первая производная влажности по направлению ее наибольшего возрастания называется градиентом 
влажности. Градиент влажности, взятый с обратным знаком, называется падением влажности.  

Основной закон влагопроводности формулируется следующим образом: количество передаваемой 
влаги пропорционально падению влажности, времени, площади поперечного сечения, перпендикулярного 
направлению распространения влаги: 

 

τγ ddF
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где 
x
Ui

∂
∂

−= γ  – плотность потока влаги; γ – коэффициент влагопроводности вещества − количество вла-

ги, передаваемое в единицу времени, через единицу поверхности, при перепаде влажности в одну еди-
ницу, на единицу длины. 

Когда =
∂
∂

x
U 1, плотность i = γ, т.е. коэффициент влагопроводности – это плотность потока влаги при 

единичном градиенте влажности. 
Во многих расчетах фигурирует весовая влагоемкость материала – количество влаги, необходимое 

для повышения влажности одного килограмма материала в сухом состоянии на единицу влажности е.  
При этом под плотностью сухого материала ρ0 понимают массу одного кубометра сухого материа-

ла. Произведение еρ носит название объемной влагоемкости материала. Величины γ, е находятся из 
опытов при стационарном γ и нестационарном е режимах (для некоторых веществ – табулированы). 

 
5.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ  
ВЛАГОПРОВОДНОСТИ ПЛОСКИХ ТЕЛ 

 
Если в неограниченной пластине ось координат x направить слева по толщине пластины, то элемен-

тарный объем, соответствующий бесконечно малому отрезку dx, будет равен dV = Fdx, где F – величина 
расчетной поверхности. Пусть в объеме пластины имеет место одномерное поле влажности, благодаря 
чему будет наблюдаться перемещение влаги по сечению тела, сопровождаемое ее прибылью или убы-
лью в каждой конкретной точке (нестационарный режим) или постоянством (стационарный режим). Со-
гласно законам физики, перемещение влаги в пространстве происходит от мест с большим числом еди-
ниц влажности к местам более низкого ее уровня. Пусть влага через выделенный плоский объем прохо-
дит слева направо, т.е. в направлении оси координат x. Тогда для выделенного элемента может быть со-
ставлен следующий баланс влаги: ρ021 exx dIdIdI += , где τ11 dFidI xx =  – количество влаги, вошедшее 
внутрь объема dV через поверхность F слева за время dτ; τ22 dFidI xx =  – количество влаги, вышедшее 
изнутри объема dV через поверхность F справа за то же время dτ; τ= dVdUedIe 0ρ0 ρ  – количество влаги, 
появившееся в объеме dV или исчезнувшее из него за тот же самый отрезок времени dτ (прибыль и 
убыль внутри объема зависит от соотношения между входящим и одновременно выходящим количест-
вом влаги); τdU  – изменение влажности в объеме за время dτ. 

Баланс влаги можно записать  
 

xxe dIdIdI 210ρ −=     или     ( ) τρ 210 FdiidVdUe xx −=τ .     (5.1) 
 

Плотность влаги на поверхности F слева i1x изменяется до плотности влаги на поверхности F справа 
i2x на бесконечно малом отрезке dx. Поэтому разность в круглых скобках есть тоже бесконечно малая 
величина. Так как индекс 2 означает последующее значение плотности, а индекс 1 − предыдущее, то со-
гласно правилам записи дифференциала, 
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После подстановки в (5.1) получаем  
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Отношение χ
ρ
γ

0
=

e
 есть потенциалопроводность вещества, которая характеризует скорость рас-

пространения влажности и при нестационарном режиме находится из опытов. 
Окончательно имеем 
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Выражение (5.2) называется дифференциальным уравнением влагопроводности для одномерного 

поля влажности в неограниченной пластине. 
Если процесс стационарный (в точках объема нет накопления или растраты влаги во времени), то 

распределение влажности остается все время постоянным. Тогда  
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Дифференциальные уравнения (5.2) и (5.3) в декартовой системе координат удобно использовать 

для тел плоской формы. Для тел, имеющих цилиндрическую форму, более удобно использовать эти же 
уравнения, записанные в цилиндрической системе координат: 
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где r – текущий радиус цилиндра бесконечной протяженности. 

5.3. ВЛАГОПРОВОДНОСТЬ  

В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ  

ПРИ СТАЦИОНАРНОМ И НЕСТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ 

 

Одномерные уравнения Фурье (5.2) и Лапласа вида (5.3), (5.4) ранее уже были решены для явлений 
теплопроводности (см. гл. 2) одномерных температурных полей. Для получения решений явления вла-
гопроводности в них надо произвести замену величин соответствующим образом: 

1) вместо температуры Т необходимо подставить влажность U; 
2) вместо коэффициента теплопроводности λ следует подставить коэффициент влагопроводности γ; 



 

3) аналогом количества тепла Q является количество влаги G; 
4) аналогом плотности теплового потока q является плотность потока влаги i; 
5) вместо коэффициента температуропроводности а должен фигурировать коэффициент потенциа-

лопроводности χ; 
6) необходимо помнить, что аналогом плотности материала ρ в явлениях теплопроводности являет-

ся плотность сухой части материала ρ0 в явлениях влагопроводности; 
7) аналогом коэффициента теплоотдачи α является коэффициент массоотдачи β; 
8) аналогом теплоемкости материала с в явлениях теплопроводности является величина влагоемко-

сти сухой части материала в явлениях влагопроводности e; 

9) вместо теплового критерия Био, равного 
λ
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С учетом замечаний в вышеназванных пунктах 1) − 4) при стационарном режиме влагопроводности 
через плоский слой можно записать 
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где x – текущая координата в пластине с началом координат на поверхности стенки (слева); δi – толщи-
на стенки i-го слоя; F – расчетная поверхность влагопроводности; U – поле влажности; U1 и U2 – влаж-
ность на поверхности стенки слева и справа; U1f – влажность среды более высокого уровня (слева); U2f – 

то же среды более низкого уровня (справа); 
i

i

γ
δ  – термическое сопротивление влагопроводности любого 

i-го слоя; β1 – коэффициент влагоотдачи от среды более высокого уровня влажности к поверхности пер-
вого слоя (слева); β2 – то же от поверхности последнего слоя (справа) к среде более низкого уровня 
влажности; γi – коэффициент влагопроводности любого i-го слоя. 

Влажность среды U1f и U2f это количество влаги в объеме среды, отнесенное к количеству сухого мате-
риала стенки точно такого же объема. 

С учетом замечаний в пунктах 5) – 9) для нестационарного режима симметричного наполнения вла-
гой (с двух сторон) неограниченной пластины, при условии 0 ≤ τ ≤ ∞; 0 ≤ x ≤ | ± R|, можно записать  
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где U – симметричное (относительно начала координаты x) поле влажности; Uc – влажность окружаю-
щей (симметричной) среды; U0 – начальная влажность неограниченной пластины (одинаковая по всему 
сечению); x – текущая координата, направленная по толщине пластины от ее середины до поверхности; 
τ − текущее время наполнения влагой объема неограниченной пластины; R – половина толщины пла-
стины;  



 

χ – коэффициент потенциалопроводности; µ
Bi

µctg
вл

1
= , 
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R
= , β – коэффициент влагоотдачи от ок-

ружающей среды к поверхности неограниченной пластины слева и справа. 
В последнее время стали получать все более широкое распространение неметаллические трубы для 

подачи жидкости, имеющие капиллярно-пористую структуру. Влагопроводность через цилиндрический 
слой при стационарном режиме рассчитывается по формулам: 
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Условия (5.5) и (5.6) называются формулами влагопередачи через многослойную стенку от среды с 
большим уровнем влажности к среде с меньшим уровнем влажности. 

 
5.4. ПАРОПРОНИЦАЕМОСТЬ 

 
В технической теплофизике чаще всего пользуются законом паропроницаемости, аналогичным за-

кону теплопроводности: dGп = iп dF dτ, где 
x∂

∂
−= п

пп µ Pi  – плотность потока пара; µп – коэффициент па-

ропроницаемости вещества; Pп – парциальное давление пара; x – координата пространства. 
Используя понятие плотности потока пара, можно точно таким же путем, как и в случае влагопро-

водности, получить дифференциальное уравнение паропроницаемости: 
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где 
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M =  называется потенциалопроводностью вещества, eп – пароемкость сухого материала; ρ0 – 

плотность материала в сухом состоянии.  
При стационарном режиме первая производная парциального давления пара по времени равна ну-

лю, благодаря чему дифференциальное уравнение паропроницаемости (5.7) упрощается: 
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В цилиндрической системе координат, соответственно, имеем 
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Решение дифференциального уравнения паропроницаемости (5.8) может быть представлено по ана-

логии с влагопроводностью. Расчетные формулы для плоской стенки, соответственно: 
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где Pп – поле парциального давления пара; x – текущая координата  
с началом координат на поверхности стенки слева; Pп1 и Pп2 – парциальное давление пара на поверхно-
сти стенки слева и справа; δi – толщина стенки любого i-го слоя; F – расчетная поверхность паропрони-
цаемости; µпi – коэффициент паропроницаемости стенки (любого  
i-го слоя), Pп1f и Pп2f – парциальное давление пара среды более высокого уровня (слева) и более низкого 

уровня (справа); 
i

i

пµ
δ  – термическое сопротивление паропроницаемости любого i-го слоя; βп1 – коэффи-

циент пароотдачи от среды более высокого уровня парциального давления пара к поверхности первого 
слоя (слева); βп2 – то же от поверхности последнего слоя (справа) к среде более низкого уровня парци-
ального давления пара. 

5.5. ВОЗДУХОПРОНИЦАЕМОСТЬ 
 
Основной закон воздухопроницаемости, или фильтрации, записывается по аналогии с основным за-

коном теплопроводности: 

x
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где W – плотность потока фильтрации воздуха; f – коэффициент фильтрации; P – полное давление воз-
духа. 

Используя понятие плотности потока фильтрации воздуха, можно точно таким же путем, как и в 
случае влагопроводности, получить дифференциальное уравнение фильтрации воздуха 
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где τ – текущее значение времени; 
ρвозe

f
=Φ  – паропроводность вещества, eвоз – воздухоемкость мате-

риала; ρ – плотность вещества. 
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Для плоского слоя (по аналогии с паропроницаемостью) 
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где P  – поле давления воздуха в плоской стенке; x – текущая координата с началом на поверхности 
стенки слева; P1 – полное давление воздуха на поверхности стенки слева; P2 – полное давление воздуха 



 

на поверхности стенки справа; δi – толщина стенки любого i-го слоя; F – расчетная поверхность фильт-
рации воздуха; fi – коэффициент фильтрации любого i-го слоя; P1f – полное давление воздушной среды 
более высокого уровня (слева); P2f – полное давление воздушной среды более низкого уровня (справа); 

i

i
f
δ  – термическое сопротивление фильтрации любого i-го слоя; βвоз 1 – коэффициент воздухоотдачи от 

среды более высокого уровня давления воздуха к поверхности первого слоя (слева); βвоз 2 – то же от по-
верхности последнего слоя (справа) к среде более низкого уровня давления воздуха. 

 
5.6. ВЛАГОПРОВОДНОСТЬ И ФИЛЬТРАЦИЯ  

ПЛОСКОЙ СТЕНКИ В СТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ 
 
Распространение влаги путем влагопроводности обусловливается явлением диффузии молекул влаги, 

которая возникает всегда, когда имеет место разность в объеме капиллярно-пористого тела. Но переме-
щение влаги возможно и по другой причине – разности полных давлений в объеме тела. В случае одно-
временного действия этих двух эффектов плотность влажностного потока складывается как сумма плот-
ности потока влагопроводности и плотности фильтрационного потока влаги. При этом в практических 
условиях может оказаться известной скорость фильтрации влаги. Тогда задача доводится до расчетного 
уравнения, так как общая плотность влажностного потока выражается соотношением 

ρωγ +−=
dx
dUj ,                                        (5.12) 

 

где ω − скорость фильтрации; ρ − плотность фильтруемой влаги. 

Если ось x направить по толщине стенки δ слева направо, то произведение (dxF) будет соответствовать 
элементарно малому объему стенки, высота которого перпендикулярна выбранной оси координат. Пусть 
на поверхности F слева действует плотность влажностного потока, направленная в сторону положитель-
ных значений оси координат, равная j1. Тогда внутрь объема (dxF) будет входить в единицу времени коли-
чество влаги (Fj1). В этот же момент изнутри объема будет выходить количество влаги через поверхность 
F справа, равное (Fj2), где j2 – плотность влажностного потока на поверхности F справа. При стационарном 
режиме в элементарном объеме (dxF) не может быть накопления или убыли влаги.  

Поэтому (Fj1) − (Fj2) = 0, т.е. (j1 – j2) = 0. Так как j1 изменяется до j2 на очень малом отрезке пути dx, 
то разность в круглых скобках есть бесконечно малая величина. С учетом правила записи дифферен-
циала (j1 – j2) = − dj = 0. 

Следовательно,  
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После выполнения дифференцирования получаем 
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С учетом этого  
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Если положить K = – Р, то решение уравнения будет иметь вид  
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где U – поле влажности в плоской стенке; U1 − влажность на поверхности стенки слева; U2 − то же спра-

ва; 
γ

ωρсух=K . 

Однако скорость ω не всегда бывает известной величиной. В этих случаях плотность потока влаги 
выражается как 
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При этом полагается, что диффузионный процесс влагопроводности и фильтрационный процесс 
распространения влаги не влияют друг на друга. Используя (5.12), по аналогии с (5.13) можно устано-
вить дифференциальное уравнение для стационарного режима 
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Зная вид ϕ (x), получаем )(
γ

)( xPfxU −ϕ= . 

Таким образом, в этом случае поле влажности может быть рассчитано только тогда, когда, либо за-
дано, либо измерено поле полных давлений в пластине P (x). 

5.7. СТАЦИОНАРНЫЙ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИЙ РЕЖИМ 
ВЛАГОПРОВОДНОСТИ ПЛОСКОЙ СТЕНКИ 

 
Явление стационарного распространения влаги в неизотермическом режиме усложняется тем, что 

процессы теплопроводности и влагопроводности, протекающие одновременно, оказывают взаимное 
влияние друг на друга. Последнее учитывается термоградиентным коэффициентом влажного материала, 
представляющим собой отношение изменения влажности к изменению температуры. С учетом термо-
градиентного коэффициента влажного материала плотность потока влаги определяется следующим вы-
ражением: 
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где 
T
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∆
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=  – термоградиентный коэффициент влажного материала. 

Для целого ряда случаев он может быть принят постоянным. Тогда используя (5.14), можно вывести 
дифференциальное уравнение вида 
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и решением последнего уравнения является функция от x:  
 

( ) )(xfHTU =+ , 
 

а поле влажности находится через поле температуры:  
 

)()( xHTxfU −= . 
 

Таким образом, поле стационарного распределения температуры должно быть задано или опреде-
лено экспериментально. 

 
П р и м е ч а н и е.  В периодической литературе иногда процессы теплопроводности, влагопровод-

ности, паропроницаемости и фильтрации рассматривают как обобщенный способ тепломассообмена. 
Вместо "распространения тепла, влаги, пара, воздуха", фигурирует понятие "распространение субстан-
ции". Вместо параметров "температура, влажность, давление", оперируют термином "потенциал". Ана-
логом коэффициента теплопроводности, влагопроводности, фильтрации является коэффициент распро-
странения субстанции. Точно так же аналогом температуропроводности, паропроводности и так далее 
является потенциалопроводность. Результаты такого обобщенного исследования могут быть использо-
ваны в любом частном случае при условии соответствующей трансформации размерностей физических 
величин. 

6. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ 
 
 

6.1. ТЕПЛОПЕРЕДАЧА ПРИ СЛОЖНОМ ТЕПЛООБМЕНЕ 
 

Явления нагрева или охлаждения тел лучистым тепловым потоком представляют большой прак-
тический интерес, встречаются наряду с другими видами теплообмена и превалируют всюду, где 
действуют высокие температуры. В чистом виде явление радиационного нагрева может быть полу-
чено в условиях вакуума. Математически такой процесс описывается следующей системой диффе-
ренциальных уравнений: 
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Т (x, 0) = Т0.                                             (6.4) 
 
 

Здесь εпр − приведенная степень черноты системы; Тс − температура излучающего источника; ξ = 1; 2 − 
безразмерный фактор формы соответственно для неограниченной пластины и бесконечного цилиндра. 



 

Выражение (6.3) − граничное условие задачи, представленное с помощью законов Фурье и Стефа-

на−Больцмана. Разность четвертых степеней абсолютных температур, входящая в это условие, затруд-

няет аналитическое решение задачи (6.1) − (6.4) в строгой и явной форме. Поэтому для практических 

надобностей приходится использовать данные ЭВМ и зависимости, приближенно отражающие процесс 

лучистого нагревания тел. Критерием, характеризующим теплообмен на границах тела при радиацион-

ном нагревании, является безразмерный комплекс 
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В зависимости от его величины можно выделить ряд частных примеров. Когда критерий Кi → ∞, 
рассматриваемая краевая задача называется внутренней, так как температура поверхности становится 
равной температуре греющей среды с первых моментов времени, т.е. создаются граничные условия 
первого рода. Расчет температурного поля в этом случае производится строго на основе известного 
решения 
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Когда Кi → 0, рассматриваемая краевая задача называется внешней, так как температура тела по 

всему объему оказывается одинаковой на протяжении всего процесса, т.е. имеет место нагрев термиче-
ски тонкого тела. Расчет времени нагрева производится на основе решения 
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Если <
c

п
T
T 0,5, то, согласно (6.3), .4

с
4
п TT <<  Это означает, что, пока Тп < 0,5Tс, нагрев тела фактически 

осуществляется постоянным тепловым потоком. В этот отрезок времени расчет температурного поля 
может производиться приближенно на основе решения 
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При нагревании неограниченной пластины постоянным потоком в самые первые моменты времени 

расчет температуры более удобно производить, используя уравнение 
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Здесь ierfc (0) = 0,564, ierfc (1) = 0,05, ierfc (2) = 0,001 и т.д. 
Поэтому для начальных распределений температуры, пока тепловое возмущение не затронет цен-

тральную часть тела, расчет может производиться с учетом лишь одного, первого, члена бесконечного 

ряда. Так, 
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Начиная с некоторого момента времени, процесс нагревания вступает в стадию упорядоченного 

теплового режима, на протяжении которого соблюдаются закономерности: 
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Здесь   
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где 
31,12
π,π1 =µ  – соответственно, для неограниченной пластины и бесконечного цилиндра. 

При Fо → Fо* (начало упорядоченного периода) имеет место стремление к пределу *
пп TT → ; *TT → . 

Таким образом, если известны значения входных параметров (Fо*, *
пT , *T ), то константы в закономер-

ностях упорядоченного теплового режима становятся известными. Тогда время нагревания (критерий 
Фурье) и температура внутри объема тела могут определяться по температуре поверхности. 

Если лучистый тепловой поток при нагревании тела воздействует параллельно с другими видами 
теплообмена, то граничное условие (6.3) еще более усложняется. При суммарном тепловом потоке – 
одновременно лучистом и конвективном − оно записывается в форме 
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Очень часто плоские тела нагревают путем прижатия к ним горячих поверхностей (граничные ус-

ловия четвертого рода). Для строгого соблюдения граничных условий четвертого рода необходимо 

обеспечивать идеальный контакт между нагреваемыми и греющими поверхностями. Когда же этого 

достичь не удается, граничные условия задачи приходится рассматривать как более сложные, выражен-

ные суммарным тепловым воздействием 
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где F − общая площадь теплообмена; s − общая площадь контактной теплопроводности; q1 − плотность 
теплового потока через контакты; 



 

q2 − тепловой поток теплопроводности через воздушные зазоры; 
q3 − радиационный тепловой поток через воздушные зазоры. 

Строгое и явное решение системы (6.1) − (6.4) при суммарном тепловом потоке на границах тела 
получить не удается. С целью упрощения суммарный теплообмен заменяют каким-либо одним видом 
теплообмена. Например, совместный лучистый и конвективный теплообмен часто сводят к конвектив-
ному (по форме), используя следующую схему: 
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где αк − коэффициент теплоотдачи конвекцией; αл − коэффициент теплоотдачи лучеиспусканием; α0 = 
(αл + αк) − эффективный коэффициент теплообмена (обычно принимается как средняя за время процес-
са постоянная величина). 

В итоге задача становится разрешимой. Однако результат такого аналитического решения может 
быть использован только в первом приближении, так как  
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в действительности является переменной величиной, имеющей широкие пределы изменения. Распреде-

ление температуры в пространстве и во времени более точно получается путем численного интегриро-

вания системы (6.1) − (6.4) с помощью ЭВМ при любом выражении граничных условий. 

 
6.2. ТЕПЛОПЕРЕДАЧА ПРИ РАЗНЫХ ТЕМПЕРАТУРАХ  

ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА 
 

Если температуры одновременно действующих источников тепла равны между собой, то граничное 
условие на поверхности твердого тела записывается следующим образом: 
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В тех случаях, когда температуры источников неодинаковы, 
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Применяя методы теории подобия, эти граничные условия можно выразить через безразмерные 

критерии: 
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Как видно из формулы (6.5), температурное поле в теле при одинаковых температурах источников 
является функцией критериев Ki и Вi. Если же температуры лучистого и конвективного источников не 
равны, то как видно из формулы (6.6), температурное поле в теле зависит также от отношения темпера-

тур источников 
с2

с1
с1θ

Т
Т

= .  

Следовательно, анализ температурного поля усложняется, так как приходится учитывать влияние 
трех параметров Ki; Вi; θс1. 

Если ввести новую переменную θ = А ϑ, где А − некоторое постоянное положительное число, то 
выражение (6.7) перепишется так: 
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Прибавляя и вычитая величины Вi и (А3 Кi), правую часть равенства можно представить как сумму 
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Выбор А должен быть таким, чтобы выполнялось условие 
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где Ki* = Ki A3, а А является корнем уравнения (6.7). 
Граничное условие (6.7) по своей форме аналогично граничному условию (6.5), когда температуры 

лучистого и конвективного источников одинаковы.  
7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ МАТЕРИАЛОВ ПО ИЗМЕРЕНИЯМ 

ТЕМПЕРАТУР 
НА ПОВЕРХНОСТИ ПРИЗМЫ 

 
 
В настоящее время расширяются работы по исследованию и разработке более совершенных спосо-

бов определения теплофизических характеристик различных материалов. Несмотря на определенные 
успехи в этом направлении, методы предсказания свойств пока еще должного развития не получили, и 
главным источником информации остается эксперимент. Важнейшим условием повышения эффектив-
ности эксперимента является высокая производительность всего цикла измерений, включая монтаж и 
демонтаж образцов. Это требует разработки и внедрения неразрушающих методов испытания материа-
лов, которые практически позволяют оценить качество продукции.  

Все большее внимание исследователей привлекают быстродействующие и комплексные методы, соз-
дание которых возможно только на основе использования нестационарных процессов, когда можно опреде-
лить одновременно многие теплофизические свойства материалов. Кроме того, нестационарные методы ис-
следования затрачивают незначительное количество тепловой энергии и времени для проведения экспери-
мента.  

 
7.1. ХАРАКТЕРИСТИКА ТЕПЛОВЫХ РЕЖИМОВ 

 
При нагревании или охлаждении твердого тела наблюдается несколько характерных тепловых ре-

жимов, протекающих последовательно: начальный и упорядоченный (если граничные условия симмет-
ричные); начальный, упорядоченный и стационарный (если граничные условия несимметричные). 

Начальный тепловой период определяется исходным состоянием системы и описывается сложными 
математическими соотношениями. Упорядоченный режим наступает по истечении некоторого отрезка 
времени от начала процесса, когда внешнее тепловое воздействие затронет в какой-то мере центральные 
участки объема тела. Обычно эта стадия, в отличие от начальной, описывается более простыми анали-
тическими выражениями.  

Главная особенность упорядоченного режима состоит в том, что с момента его наступления неко-
торая математическая комбинация температуры начинает изменяться во времени по закону прямой ли-
нии. Для решения многих практических задач очень важно знать тангенс угла наклона такой линии. В 
частности, это используется при определении теплофизических свойств материалов нестационарными 
методами. Упорядоченный тепловой режим асимптотически подходит к равновесному термодинамиче-
скому состоянию (при симметричном распространении тепла) или вписывается в стационарную стадию 
(при несимметричных краевых условиях), математическое описание которых еще более упрощается. 
Все эти тепловые режимы широко применяют в инженерной практике и научных исследованиях.  

Тепловой период нагревания или охлаждения тела, начиная с которого некоторый температурный 
комплекс Ф любой точки изменяется во времени по закону прямой линии, называется упорядоченным 
тепловым режимом. 

Закономерности упорядоченного теплового режима включают в свою структуру коэффициент тем-
пературопроводности вещества. Она как составляющая и постоянная величина входит множителем в 
дифференциальное уравнение теплопроводности, описывающее процесс распространения тепла в твер-
дых телах. Однако определить ее экспериментальным путем непосредственно из дифференциального 
уравнения невозможно, так как пришлось бы измерять вторую производную от температуры по коор-
динатам, что дает очень большую погрешность. Поэтому в существующих методах вначале решается 
дифференциальное уравнение для каких-то конкретных условий и только потом создается соответст-
вующая экспериментальная установка. 

Интерес к измерениям коэффициента температуропроводности обусловлен рядом причин. Прежде 
всего, температуропроводность является паспортной характеристикой существующих и вновь разраба-
тываемых материалов, число которых непрерывно растет. Тесно связаны со знанием температуропро-



 

водности задачи экономии энергии, расчета тепловых режимов сложных конструкций, оптимизации 
технологических процессов в различных температурных интервалах.  

В литературе можно встретить ряд методов, позволяющих определять температуропроводность ма-
териалов и веществ. Эти методы обладают своими преимуществами и недостатками. К недостаткам ме-
тодов относят необходимость создания постоянного теплового потока, либо проведения эксперимента в 
обстановке капельной среды при постоянной ее температуре или требование выдерживать малые гео-
метрические размеры исследуемых образцов. Однако образцы гетерогенных, композиционных материа-
лов, минералов, горных пород не могут быть сколь угодно малыми. Если на границе тела действует бо-
лее сложный (лучистый или суммарный) теплообмен, то задачи такого рода значительно усложняются 
как теоретически, так и экспериментально. При использовании таких методов, как квазистационарный, 
импульсный, монотонного и периодического нагрева, термоупругих явлений требуется сложное и доро-
гостоящее оборудование. В большинстве методов установка датчиков температур проводится внутри 
тела, что связано с рядом трудностей, так как расположение термопар в центральной части нарушает 
целостность образца. 

Закономерности распространения тепла в твердых телах всегда привлекали внимание многих исследо-
вателей. Большой вклад в науку внес-ли ученые: А.В. Лыков [39, 40], Н.Ю. Тайц [53], В.В. Курепин [32 – 
36], Г.Н. Дульнев [19, 20], Г.М. Кондратьев [29], Е.С. Платунов [46, 47], Л.П. Филиппов [65, 66], 
В.П. Черпаков [69], А.Г. Шашков [73],  
С.Ф. Чистяков [71] и др.  

 
7.2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУ-

РОПРОВОДНОСТИ В ПРИЗМЕ 
 
Рассмотрим призму прямоугольного сечения (рис. 1.1) бесконечной длины (z → ∞), которая сим-

метрично нагревается с боковых сторон. При любых граничных условиях этот процесс может быть опи-
сан дифференциальным уравнением  
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с условиями однозначности (симметрии, граничными и начальными): 
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Т (R, y, τ) = TпОшибка! Ошибка связи.(y,τ) Т (x, R, τ) = Tп (x, τ);    Т (x, y, 0) = T0. 

 
Выражение (7.1) можно записать в виде  
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где βу − отношение составляющей градиента теплового потока в направлении у к составляющей гради-
ента теплового потока в направлении х. 

Если призму нагревать симметрично конвективным потоком тепла, то температурное поле по ее се-
чению можно определить по принципу перемножения температурных критериев [39]: 
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Составляющие градиента теплового потока в направлении x и y соответственно будут равны 
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Используя решение (7.3) – (7.5) можно показать изменения соотношений составляющих градиента 

теплового потока βу для различных вариантов (рис. 7.1). В начальном периоде теплового воздействия 
отношение составляющих градиента теплового потока является функцией критерия Fo, но с течением 
времени процесс становится автомодельным относительно аргумента τ. Это происходит потому, что в 
области регулярного режима (τ > τ∗) выражение (7.3) упрощается, а кривые асимптотически стремятся к 
пределу 

2

2

2
1

2
1

µ
µ)Bi,Вi(β

B

A

A

B
BAy R

R
= , 

 
где µ1А и µ1В – первые характеристические числа, зависящие от чисел Био, определяемых по выражени-
ям ВiА = (αRА) / λс; ВiВ = (αRВ) / λс.  
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Рис. 7.1. График изменения величины βу, когда на границах призмы 
действует конвективный тепловой поток (ВiA = 1; ВiВ = 1,5; ВiВ = 2): 

                 – величина βy для центра;                   – величина βy для поверхности 
Таким образом, в регулярной стадии βу не зависит от критерия Fo, а является функцией ВiA и ВiВ и 

отношениями между измерениями сторон призмы RA и RB во второй степени. При RB → RA, призма при-
нимает форму квадратного сечения, а значение βу начинает стремиться к своему предельному значению, 
равному единице. Отношение составляющих градиента теплового потока βу (когда RA = RB) при лучи-
стом нагреве призмы квадратного сечения также равно единице в области упорядоченного теплового 
периода. Этот же результат получается при симметричном нагреве призмы квадратного сечения и сум-
марным потоком тепла (одновременно конвекцией и радиацией). 

Следовательно, для области упорядоченного теплового периода в призме квадратного сечения 
бесконечной длины, условия нагревания могут быть описаны следующими зависимостями: 
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где τ > τ∗. 

В процессах распространения тепла, описываемых системой уравнений (7.6), искомое темпера-
турное поле является функцией многих физических параметров. Поскольку любое явление природы 
не зависит от выбранной системы единиц и величин измерения, то наиболее целесообразно описы-
вать его совокупностью уравнений в безразмерном виде (7.7) − (7.10). Безразмерная форма имеет ряд 
преимуществ и замечательна тем, что охватывает множество явлений, подобных друг другу и, кроме 
того, позволяет оперировать значительно меньшим числом аргументов: 
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θ (1, Fo) = θп (Fo),                                     (7.9) 

 
θ (х, у, 0) = θ0.                                      (7.10) 

 
Эти математические условия позволяют получить решение в неявной форме с точностью до неиз-

вестной постоянной величины (константы) 
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Полученное выражение (7.11) является закономерностью упорядоченного теплового режима в призме 

квадратного сечения при любых симметричных условиях теплообмена на границе. Закономерность упо-
рядоченного теплового режима (7.11) не лимитируется параметрами и физическими переменными внеш-
ней среды. При ее практическом использовании нет необходимости измерять температуру окружающей 
среды или поддерживать ее постоянной. В структуру закономерности не входят такие физические харак-
теристики, как коэффициент теплообмена, степень черноты и др. Температура окружающей среды может 
изменяться во времени. Однако во всех случаях необходимым условием является наступление упорядо-
ченного теплового периода, т.е. когда температурный комплекс Ф начнет изменяться во времени по зако-
ну прямой линии. 

Если температуру измерять в конкретных парах точек I–II,  
III–IV, V–VI сечения призмы (рис. 7.2), то выражение упорядоченного теплового режима для каждой 
пары запишется следующим образом: 
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Рис. 7.2. Расчетные точ-

ки  

призмы квадратного 
сечения: 

I ≡ (x = y = 0);  
II ≡ (x = R; y = 0);  

III ≡ (x = 0, y = 0,5 R); 
IV ≡ (x = R; y = 0,5 R);  

V ≡ (x = 0; y = R);  
VI ≡ (x = R, y = R) 

 

Когда призма нагревается конвективным потоком тепла, то температурное поле в области упорядо-
ченного теплового режима может быть описано известным распределением [39]: 
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Результат непосредственной подстановки решения (7.15) в закономерность (7.12) − (7.14) подтвер-

ждает правильность этих уравнений при любых значениях критерия конвективного теплообмена Bi. 
Проверка закономерности упорядоченного теплового режима при симметричном нагревании приз-

мы квадратного сечения бесконечной длины лучистым потоком тепла, осуществляется только числен-
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ным методом. При численном решении системы (7.7) − (7.10) был использован метод конечных разно-
стей. Расчетные формулы, удобные для программирования и решения на ЭВМ имеют следующий вид: 
 
 

( )
( ),θKiFo

θθFoθθ

4
Fo1,

Fo1,F,∆1
2

Fo1,1∆Fo,Fo

14

4
0

−∆+

+−∆+= ++

M

Μ Y
                        (7.16) 

 
 

(
) ( ).θKiFoθθ

θθFoθθ

4
Fo,Fo,Fo,

Fo,Fo;
2

Fo,∆FoFo,

1242 NNXN

YNYNNN

Μ

Μ

−∆+−

++∆+=

−

−++

+
    (7.17) 

 

 

Проверка закономерности упорядоченного теплового режима при граничных условиях, соответ-
ствующих лучистому и суммарному потоку тепла (одновременно радиации и конвекции), проводится 
по результаты численного интегрирования на ЭВМ. На рис. 7.3 показан график зависимости безраз-
мерных температур θ от значений критерия Фурье (Fo) в точках I, II, V, VI при нагревании призмы 
квадратного сечения суммарным тепловыми потоком. По правой оси ординат на рисунках нанесены 
результаты вычислений ФI–II, ФV–VI на основе закономерности (7.12) и (7.14). 

Из графических построений видно, что тангенс угла наклона или ее угловой коэффициент ∆Ф/∆Fo, 
численно равен множителю 4,94. Подобные расчеты были выполнены для большого числа сочетаний 
критериев теплообмена Ki и Bi и показали высокую степень согласования. 

 
 

Рис. 7.3. Нагрев призмы квадратного сечения суммарным потоком тепла: 
(Ki = 0,5; Bi = 0,5; θ0 = 0,2): θI, θII, θV, θVI – данные ЭВМ; 

ФI–II, ФV–VI – результаты расчета по формулам (7.12) и (7.14) 
 
Эти теоретические исследования позволяют использовать закономерность упорядоченного теплово-

го режима (7.12) − (7.14) для экспериментального определения коэффициента температуропроводности 
материалов на образцах, выполненных в виде призмы квадратного сечения. Причем, проведение опытов 
не требует измерений таких физических величин, как температура окружающей среды, коэффициент 
теплообмена, степень черноты. Нет необходимости в предварительном определении коэффициента теп-
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лопроводности вещества. Отпадает необходимость в создании чисто конвективной или чисто лучистой 
окружающей среды, что сильно упрощает экспериментальную установку. 

Наибольший интерес представляют точки V − середины грани призмы квадратного сечения и VI − 
ребра призмы. В этом случае все измерения температур производятся на поверхности призмы квадрат-
ного сечения, и отпадает необходимость проникать с термопарой вглубь образца, что имеет особое 
практическое значение. 

7.3. МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ ПО  

ИЗМЕРЕНИЯМ ТЕМПЕРАТУР НА ПОВЕРХНОСТИ ПРИЗМЫ 
 
Экспериментальное подтверждение по определению коэффициента температуропроводности раз-

личных материалов, проводилось на опытном стенде, включающем установку, исследуемые образцы и 
контрольно-измерительное оборудование. Для исследований были выбраны материалы: блочное орг-
стекло; фторопласт Ф−4; жаростойкий сухой бетон на портландцементе с шамотным заполнителем. 

На рис. 7.4 изображена схема экспериментальной установки. Конструкция состоит из двух распо-
ложенных друг в друге полых цилиндров, диаметром 200 мм (наруж-
ный экран) и 180 мм (внутренний экран), служащих изотермическими 
поверхностями. В зазоре между экранами установлен нагреватель, 
обеспечивающий симметричный нагрев призмы квадратного сечения. 
Снизу камера закрыта, а сверху имеется отверстие с крышкой, через 
которое образец опускается в установку.  

Все исследуемые образцы выполнены в виде призм квадратного 
сечения, длина которых во много раз (в шесть и более) превышает 
ширину их грани, что обеспечивает условие бесконечной длины. 

Измерение температур исследуемых материалов проводилось 
термопарами ТХК (градуировки хромель–копель), выполненными из 
проводов диаметром 0,2 мм. Перед установкой термопар в образец и 
после проведения опытов все нестандартные термопары подвергались 
градуировке в Волгоградской государственной контрольной лабора-
тории по измерительной технике.  

Для регистрации изменений температур внутри объема в точках  
I и III (рис. 7.2) термопары вводились через просверленные отверстия,  
а на поверхности образца в точках II, IV, V, VI термопары укладыва-
лись в канавки. 

Подготовленные к опыту образцы (призмы квадратного сечения) 
с термопарами помещали в испытательную цилиндрическую камеру и 
симметрично нагревали в установке от комнатной температуры до 
80…100 °С за счет конвекции и радиации одновременно. Результаты 
измерений температур и расчетов коэффициента температуропро-
водности различных строительных материалов представлены в таб-

лицах и графиках.  
На всех последующих рисунках по оси абсцисс отложено время экспериментального наблюдения τ, 

на левой оси ординат дается распределение опытных температур в соответствующих точках сече-
ния призмы (I−II, III−IV, V−VI), а на правой оси ординат нанесены результаты вычислений темпера-
турного комплекса Ф, на основе закономерностей (7.12) − (7.14) упорядоченного теплового режима: 
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Рис. 7.4. Схема экспериментальной 
установки: 

1 – коаксиальные нагреватели;  
2 – исследуемый образец;  

3 – внутренний и наружный экраны;  
4 – тепловая изоляция; 5 – термопары;  

6 – потенциометр 
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На рис. 7.5 приведены результаты экспериментального распределения температур в точках I, II, III, 
IV, V, VI при нагревании призмы квадратного сечения из блочного оргстекла (2R = 90 мм). Здесь же 
также показаны графики температурных комплексов ФI–II, ФIII–IV, ФV–VI, вычисленные соответственно 
для каждого сечения призмы по формулам (7.18) − (7.20). 

Полученные угловые коэффициенты ∆Ф/∆τ прямых линий ФI–II, ФIII–IV, ФV–VI для каждого сечения 
призмы усредняли и подсчитывали коэффициент температуропроводности материалов 
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где ∗R − расстояние между термопарами, измеряющими температуры для соответствующего сочетания 
точек сечения призмы; Ф − температурный комплекс, определяемый на основе закономерности упоря-
доченного теплового режима для каждого значения времени τ; ∆Ф/∆τ − угловой коэффициент прямой 
линии в области упорядоченного теплового режима, определяется графически, как показано на после-
дующих рисунках. 

 
 

 
 

Рис. 7.5. Нагрев призмы квадратного сечения из оргстекла (2R = 90 мм) 
суммарным потоком тепла: 

I, II, III, IV, V, VI – значения температур в соответствующих точках сечения призмы; ФI–II, ФIII–IV, ФV–VI 
−результаты расчета по формулам (7.18) − (7.20) 

В табл. 7.1 представлены: экспериментальные распределения температур (в течение 160 мин) при 
нагревании призмы из оргстекла в соответствующих сечениях V−VI, а также результаты расчетов тем-
пературных комплексов ФV–VI. Для определения коэффициента температуропроводности оргстекла (и 

0 140 80 60 120 

70 

80 

60 

90 

100 

30 

20 

40 

50 

3 

1

2 

0

160 100 40 

Φ 

   τ, мин

ΦI–II 
ΦIII–IV 

ΦV–VI 

VI

IV
V

 II III 

I 

t, °C 



 

любого материала) возможно два способа расчета. Первый (более точный), когда графически выявляет-
ся прямая линия температурного комплекса ФI–II, ФIII–IV, или ФV–VI, на основе закономерности упорядо-
ченного теплового режима (7.18) − (7.20), а угловой коэффициент ∆Ф/∆τ построенной прямой линии 
численно равен множителю 4,94 а / R2 . В результате усреднения полученного углового коэффициента 
∆Ф/∆τ подсчитывается значение коэффициента температуропроводности а материала по формуле 
(7.21).  

  
7.1. Расчет коэффициента температуропроводности  

при нагревании оргстекла (R∗= 0,043 м); сечение призмы (V−VI) 
 

Вре
мя τ, 
мин 

TVI, ºC TV, ºC 
∆ti =  

= 
TVI −TV 

ln∆ti 1/∆ti  

Нср =  
= 0,5 [(∆ti )−1

+  
+ (∆ti+1)−1] 

20 61,5 47,0 14,5 2,674 0,069 0,067 
40 70,0 54,5 15,5 2,741 0,064 0,067 
60 75,0 60,5 14,5 2,674 0,069 0,070 
80 80,0 66,0 14,0 2,639 0,071 0,074 
100 84,0 71,0 13,0 2,565 0,077 0,080 
120 87,5 75,0 12,5 2,526 0,089 0,083 
140 91,0 79,0 12,0 2,484 0,083 0,087 
160 94,0 83,0 11,0 2,398 0,091  
Вре
мя τ, 
мин 

∆(tр) =  
= (tр)i+1 − 

(tр)i 

fi =  
= Нср 

∆(tр) 

Fi = 
= Fi−1 + 

fi 
1,23Fi 

Ф = ln∆ti

−  
– 1,23Fi

а · 106, м2/с

20 8,5 0,568     
40 5,0 0,334 0,568 0,699 2,042 0,14 
60 5,0 0,351 0,902 1,110 1,565 0,14 
80 4,0 0,297 1,253 1,541 1,098 0,13 
100 3,5 0,280 1,550 1,907 0,659 0,11 
120 3,5 0,291 1,830 2,251 0,275 0,12 
140 3,0 0,261 2,121 2,609 −0,124 0,12 
160   2,382 2,930 − 0,532  

Второй способ, когда в процессе математических расчетов, значения температурного комплекса Ф 
начнут повторяться в течение времени τ с достаточной степенью точности, что соответствует упорядо-
ченному тепловому режиму и выходу температурного комплекса Ф на прямую линию, а коэффициент 
температуропроводности для каждого промежутка времени ∆τ в процессе расчета также будет повто-
рять свои истинные значения. 

Из представленных графиков и вычислений видно, что при симметричном нагревании призмы 
квадратного сечения из оргстекла  
(2R = 90 мм), с определенного времени τ = 60…80 мин начинается упорядоченный тепловой режим и 
каждый температурный комплекс ФI–II, ФIII–IV, ФV–VI выходят на прямую линию, а угловой коэффициент 
∆Ф/∆τ каждой отдельной построенной прямой линии становится постоянным. Используя графические 
построения Ф и в результате усреднения полученного углового коэффициента ∆Ф/∆τ подсчитывается 
значение коэффициента температуропроводности а материала по формуле (7.21). По результатам расче-
тов из таблиц видно, что коэффициент температуропроводности оргстекла в области упорядоченного 
теплового режима повторяет свои значения для каждого последующего промежутка времени ∆τ.  



 

В результате серии экспериментов при нагревании призмы квадратного сечения из оргстекла (2R = 
90 мм) имели следующие значения коэффициента температуропроводности в соответствующих сечени-
ях: 
 

аI−II = 0,112 · 10−6, м2 /с; аIII−IV = 0,118 · 10−6, м2 /с; аV−VI = 0,114 · 10−6, м2 /с. 
 
Результаты всех опытов показывают вполне удовлетворительное согласование значений коэффици-

ента температуропроводности при нагревании призмы квадратного сечения из оргстекла (2R = 90 мм). 
Аналогично проведена серия опытов с нагреванием и охлаждением призм квадратного сечения из орг-
стекла (2R = 40 мм), из фторопласта (2R = 28 мм), из бетона (2R = 50 мм), красного и силикатного кир-
пича.  

Однако наибольший интерес представляют точки V − середины грани призмы квадратного сечения и 
VI − ребра призмы. В этом случае все измерения температур производятся на поверхности призмы 
квадратного сечения и отпадает необходимость проникать с термопарой вглубь образца, что имеет 
особое практическое значение. 

7.4. ОЦЕНКА НАСТУПЛЕНИЯ УПОРЯДОЧЕННОЙ ЧАСТИ  
ТЕПЛОВОГО ПЕРИОДА 

 
При исследовании тепловых свойств материалов важно знать начало наступления упорядоченного 

теплового режима и иметь уверенность в том, что регулярный тепловой режим уже наступил, не имея в 
наличии значений критерия Фурье. Поэтому оценкой начала регулярной части процесса нагревания 
должно служить отношение  

 

0п
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ТТ
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=Ψ ,                                             (7.22) 

где Тц, Тп – температуры центра и поверхности тела; Т0 − начальная температура всего тела. 
Используя способ оценки приближения, были построены графики (рис. 7.6) функции Ψ∗ = f (Bi) для 

тел различной формы: неограниченной пластины, бесконечного цилиндра, призмы квадратного сечения 
и шара. Каждое численное значение отношения Ψ∗ на этих графиках гарантирует наступление начала 
регулярного периода нагревания с погрешностью в 1 %. 

 
 

 
 

Рис. 7.6. График зависимости отношения Ψ∗ и Ψ∗ ∗  
от критерия теплообмена Bi для тел различной формы: 
1 – неограниченная пластина; 2 – бесконечный цилиндр;  

3 – призма квадратного сечения; 4 – шар; 5 – призма квадратного сечения: 
                – отношениеΨ∗ ;                     – отношение Ψ∗ ∗ 
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Анализ максимальных значений Ψ∗ приводит к заключению,  
что для условий конвективного теплообмена любой интенсивности зависимость (7.22) гарантирует на-
личие регулярного теплового периода ψ∗max > 0,2ξ. 

Особый интерес представляет такая фигура, как призма квадратного сечения, позволяющая оценить 
начало регулярного периода нагрева без установки термопары в центральную область объема. С этой 
целью измеряются температура ребра Тр и температура в середине грани Тгр. Критерием оценки в этом 
случае служит отношение  
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График функции Ψ** = f (Bi) показан на рис. 7.6, из которого видно, что для призмы квадратного се-

чения наступление упорядоченного теплового режима гарантировано с погрешностью порядка 1 % при  
Ψ∗ = 0,44; Ψ∗ ∗ = 0,78 и любой интенсивностью теплообмена на границе тепла. 

Имея такие данные, наступление упорядоченного теплового режима при симметричном нагревании 
призмы квадратного сечения любым способом может быть установлено по температурам ребра, центра 
грани и начальной температуре. Следовательно, нет необходимости знать величину критерия Фурье, а 
также проникать с термопарой в центральную часть объема образца. 

 
7.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ  

МАТЕРИАЛОВ КОНТАКТНЫМ МЕТОДОМ  
НЕРАЗРУШАЮЩЕГО КОНТРОЛЯ 

 
Отличительной особенностью контактных методов неразрушающего контроля ТФХ материалов и 

изделий является непосредственный контакт термоприемников с участком поверхности исследуемого 
объекта. Проблемы, связанные с особенностями контактных методов измерения температур на поверх-
ности исследуемых объектов достаточно глубоко и детально проработаны и представлены в работах 
многих авторов [59, 68, 76, 78].  

Для проведения опытов методом неразрушающего контроля и для измерения температуры ребра и 
середины грани на призме квадратного сечения разработано устройство с использованием контактных 
термопар, схема которого приведена на рис. 7.7. 
Рис. 7.7. Схема ус-
тановки контакт-
ных термопар  
на призме квад-
ратного сечения: 

1 – призма квадрат-
ного сечения; 2 – 

рамка;  
3 – места установки  

термопар;  
4 – фторопластовый  
теплоизолятор;  
5 – пружина; 6 – 

шток 

 

 
 
Для измерения температуры ребра и середины грани на призме квадратного сечения установлена 

рамка 2 с двумя штоками 6, на конце которых закреплены фторопластовые теплоизоляторы 4. Между 
поверхностью образца (призмы) и каждым фторопластовым теплоизолятором по изотермической поверх-
ности призмы (вдоль образца) прокладывалась термопара. Пружины 5 создают дополнительное усилие 
сжатия для обеспечения более надежного контакта спаев термопар с образцом. 
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Подготовленные к опыту образцы (призмы квадратного сечения) с контактными термопарами 
помещали в испытательную цилиндрическую камеру и симметрично нагревали в установке за счет 
конвекции и радиации одновременно. На рис. 7.8 приведены результаты экспериментального 
распределения температур ребра tр и середины грани tгр, при нагревании призмы квадратного сечения 
(2R = 0,05 м) из красного кирпича, воздушно-сухой влажности, плотностью ρ = 1700 кг/м3. 

На рис. 7.9 приведены результаты экспериментального распределения температур ребра tр и 
середины грани tгр при нагревании призмы квадратного сечения (2R = 0,05 м) из силикатного кирпича, 
воздушно-сухой влажности, плотностью ρ = 2000 кг/м3. По оси абсцисс на графиках отложено время 
экспериментального наблюдения τ, на левой оси ординат дается распределение опытных температур 
в соответствующих точках сечения призмы (ребра и середины грани), а на правой оси ординат 
нанесены результаты вычислений температурного комплекса Ф, на основе закономерности 
упорядоченного теплового режима  
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воздушно-сухой влажности: 
ρ = 1700 кг/м3; 2R = 0,05 м; (R∗ = 0,024 м): tр − температура ребра;  
tгр − температура середины грани; Ф − расчет по формуле (7.24) 

 
 

Рис. 7.8. Нагрев призмы квадратного сечения из красного кирпича 



 

 
 

Рис. 7.9. Нагрев призмы квадратного сечения из силикатного кирпича 
воздушно-сухой влажности: 

 ρ = 2000 кг/м3; 2R = 0,05 м; (R∗ = 0,023 м): tр − температура ребра;  
tгр − температура середины грани; Ф − расчет по формуле (7.24) 

Полученный угловой коэффициент ∆Ф/∆τ прямых линий Ф в области упорядоченного теплового 
режима усредняли и подсчитывали коэффициент температуропроводности красного и силикатного кир-
пича по формуле (7.21). 

В табл. 7.2 приведены расчеты критерия ψ∗∗ и температуропроводности красного кирпича, выпол-
ненные в программе Excel. 

 
7.2. Расчет коэффициента температуропроводности при  

нагревании красного кирпича ρ = 1700 кг/м3, (R∗= 0,024 м), t0 = 20 °С 
 

Вре
мя τ, 
мин 

TVI, ºC TV, ºC 
∆ti =  

= 
TVI −TV 

ln∆ti (∆ti)–1 

Нср =  
= 0,5 [(∆ti )−1

+  
+ (∆ti+1)−1] 

100 35 30 5 1,609 0,2 0,172 
200 41,5 34,5 7 1,946 0,143 0,138 
300 45,5 38 7,5 2,015 0,133 0,133 
400 48 40,5 7,5 2,015 0,133 0,133 
500 50 42,5 7,5 2,015 0,133 0,138 
600 51,5 44,5 7 1,946 0,143 0,148 
700 53 46,5 6,5 1,872 0,154 0,157 
800 54,5 48,2 6,3 1,84 0,159 0,163 
900 56 50 6 1,792 0,167 0,167 
100
0 57,5 51,5 6 1,792 0,167  

Вре
мя τ, 
мин 

∆(tр) =  
= (tр)i+1 − 

(tр)i 

fi =  
= Нср 

∆(tр) 

Fi = 
= Fi−1 + 

fi 
1,23Fi 

Ф = ln∆ti

−  
– 1,23Fi

 а 
· 106, 
м2/с 

ψ∗∗ 

100 6,5 1,115     0,6
6 



 

200 4,0 0,552 1,115 1,37 0,575 0,71
1 

0,6
7 

300 2,5 0,333 1,667 2,05 − 0,035 0,47
8 

0,7
0 

400 2,0 0,266 2,000 2,46 − 0,445 0,38
1 

0,7
3 

500 1,5 0,207 2,266 2,78
7 − 0,772 0,37

7 
0,7
5 

600 1,5 0,222 2,473 3,04
2 − 1,095 0,38

4 
0,7
8 

700 1,5 0,255 2,695 3,31
5 − 1,443 0,49

5 
0,8
0 

800 1,5 0,245 2,950 3,62
9 − 1,788 0,40

2 
0,8
2 

900 1,5 0,251 3,191 3,93
0 − 2,138 0,40

7 
0,8
3 

100
0 1,5  3,442 4,23

4 − 2,442 0,39
3  

Из рис. 7.8 и табл. 7.2 видно, что, начиная со времени 400 с, устанавливается упорядоченный тепло-
вой режим, а коэффициент температуропроводности красного кирпича в диапазоне времени 400…900 с, 
определяемый по выражению (7.21), составляет а = 0,393 · 10−6 м2/с.  
По данным НИИ Стройфизики [64] у красного кирпича плотности  
ρ = 1700 кг/м3 и влажности 2 %, коэффициент температуропроводности равен а = 0,390 · 10− 6 м2/с. 

Из рис. 7.9 видно, что, начиная со времени 300 с, устанавливается упорядоченный тепловой режим, а 
коэффициент температуропроводности силикатного кирпича, определяемый по выражению (7.21), в 
диапазоне времени 300…700 с составляет 
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По данным НИИ Стройфизики [64] у силикатного кирпича с плотностью ρ = 2000 кг/м3 и 
влажностью 5 % коэффициент температуропроводности составляет а = 0,576 · 10− 6 м2/с.  

Были также произведены исследования по сравнению варианта одновременного измерения 
температур на поверхности призмы квадратного сечения с использованием контактных термопар и 
расположением термопар в пазу на поверхности призмы [59, 78]. На рис. 7.10 приведены результаты 
экспериментального распределения температур ребра tр и середины грани tгр при нагревании призмы 
квадратного сечения (2R = 0,04 м) из белого оргстекла плотностью ρ = 1200 кг/м3.  

По оси абсцисс на графиках отложено время экспериментального наблюдения τ, на левой оси орди-
нат дается распределение опытных температур в соответствующих точках сечения призмы (ребра и се-
редины грани), а на правой оси ординат нанесены результаты вычислений температурного комплекса 
Ф, на основе закономерности упорядоченного теплового режима (7.24). Расчеты критерия ψ∗∗ и темпе-
ратуропроводности выполненны в программе Excel. 

Из рис. 7.10 видно, что при установке термопары в пазу (○),  
начиная со времени 1600 с, устанавливается упорядоченный тепловой режим, а температуропровод-
ность оргстекла в диапазоне времени 1600…2400 с составляет 
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Критерий оценки начала регулярной стадии процесса ψ∗∗ = 0,78 наступает по времени при τ = 2200 
с. 

Из рис. 7.10 также видно, что при установке контактных термопар (∆), начиная со времени 1800 с 
устанавливается упорядоченный тепловой режим, а коэффициент температуропроводности белого орг-
стекла в диапазоне времени 1800…2800 с составляет 
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По данным [64] у белого оргстекла плотностью ρ = 1220 кг/м3 коэффициент температуропроводно-

сти составляет а = 0,138 · 10−6 м2/с. Эксперименты подтверждают достаточную точность полученных 
значений коэффициента температуропроводности материалов.  

Разработанный метод выгодно отличается от известных методов быстродействием, небольшой по-
грешностью, обладает новизной и оригинальностью. Кроме того, методика позволяет легко автома-
тизировать теплофизический эксперимент, упрощается реализация на базе микропроцессорной тех-
ники, и поэтому является перспективной для использования в информационно-измерительных сис-
темах неразрушающего контроля ТФХ материалов. 

8. НАУЧНО-МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ КОМПЛЕКСНОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ  
ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ МЕТОДОМ НЕРАЗРУШАЮЩЕГО КОН-

ТРОЛЯ 
 
 

8.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ТЕПЛОЕМКОСТИ МАТЕРИАЛОВ 
 
Многие явления природы подчиняются закону простого гармонического колебания. Температурные 

колебания распространяются по закону косинуса и легко создаются в лабораторных условиях, что позво-
ляет определить объемную теплоемкость ρс  материала. Явление распространения температурных волн 
описывается двумя уравнениями:  
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),τω(соsmax

п,0 ϑ=ϑ τ                                      (8.2) 
 

где а − коэффициент температуропроводности материала, м2/с; max
пϑ  − амплитуда колебаний избыточ-

ной температуры на поверхности образца (максимальное отклонение температуры на поверхности об-
разца от средней температуры), °С; z/πω 2=  − частота температурных колебаний на поверхности об-
разца, с–1; z − полный период колебаний, с. 

Решение системы уравнений (8.1) − (8.2) имеет вид (8.3), откуда вытекает ряд зависимостей, кото-
рые используются в технических расчетах 

 
,)ωτ(cosmax

п,
kx

х ekx −
τ −ϑ=ϑ                        (8.3) 

 
где аk 2/ω= . 

Плотность теплового потока на поверхности образца может быть найдена с помощью выражения 
(8.3) по следующей формуле 
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где В − параметр, зависящий от теплофизических свойств материала: 

 
 ,ωρρωλ ассВ ==                                   (8.4) 

 
где λ − коэффициент теплопроводности, Вт/(м · К); ρс  − объемная теплоемкость материала, Дж/(м3 ⋅ К). 

Максимальная плотность теплового потока на поверхности равна 
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п
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Параметр В характеризует аккумулирующую способность материала и носит название коэффициен-

та теплоусвоения, который в процессе распространения температурных волн остается постоянным.  
В количественном значении коэффициент теплоусвоения материала, конструкции (массива) при тепло-
вых колебаниях − это отношение максимального теплового потока на поверхности к максимальному 
отклонению температуры на поверхности  
 

В = max
пq / max

пϑ .                                      (8.5) 
 

Если температуропроводность а материала предварительно рассчитать, используя закономерность 
упорядоченного теплового режима, максимальный тепловой поток на поверхности max

пq  исследовать с 
помощью тепломера, а максимальную амплитуду колебаний температуры max

пϑ  на поверхности мате-
риала измерить термопарой, то тогда объемную теплоемкость можно определить по формуле 
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При увеличении значений объемной теплоемкости (сρ) коэффициент температуропроводности а 

уменьшается и это означает большое накопление тепла за период нагрева и неглубокое проникновение 
температурных волн. При малых значениях (сρ) − наоборот. С экологической точки зрения более благо-
приятными являются конструкции, обладающие более высокими значениями коэффициента теплоус-
воения.  
В этом случае колебания мощности отопительных приборов будут в какой-то степени компенсировать-
ся накоплением и расходом тепловой энергии ограждающими конструкциями, а температура воздуха в 
помещении будет более равномерной во времени. 

 
8.2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ПЛОТНОСТИ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА  
НА ПОВЕРХНОСТИ МАТЕРИАЛА 

 
Для расчета плотности теплового потока в зависимости от температуры наружной поверхности ог-

раждающих конструкций зданий, сооружений и материалов были произведены теплотехнические рас-
четы в определенных интервалах температур. Математическая обработка коэффициентов теплоотдачи 
конвекцией и лучеиспусканием от воздуха и стен помещения к внутренней поверхности стены, внешней 
поверхности стены к наружному воздуху, от нагретой внутренней поверхности установки (рис. 7.4) к 
образцу (призме квадратного сечения), позволила получить расчетные зависимости плотности теплово-
го потока.  

Все расчетные формулы представлены в зависимости от температурного напора ∆t и действительны 
только в определенном диапазоне температур, близких к реальным условиям. 



 

1. Коэффициент теплоотдачи от воздуха к внутренней или наружной поверхности стены или окон-
ного стекла 
 

333,0
общ 7,1035,06,4α tt ∆+∆+= ,   Вт/м2 ⋅ К, 

 
где ∆t − разность температур воздуха и стены ограждающей конструкции или оконного стекла. 

Удельный тепловой поток при разности температур между воздухом и поверхностью стены или 
оконного стекла может быть представлен трехчленом вида 
 

333,12 7,1035,06,4 tttq ∆+∆+∆= ,  Вт/м2 ,                (8.7) 
 
где ∆t = tвоз − tст, изменяется от 0 до 20 °С; tвоз – температура воздуха, изменяется от −15 до +30 °С. 

2. Эффективный коэффициент λэф кондуктивной теплопроводности воздушной прослойки окна 
 

δ)(λ 1эф 041,018,5 t+= ,  Вт/м ⋅ К, 
 
где t1 – температура стекла, обращенного внутрь помещения, изменяется от +2 до +20 °С; δ – расстояние 
между стеклами окна, изменяется от 0,05 м до 0,25 м. 

Удельный тепловой поток q между стеклами окна может быть представлен выражением 
 

ttq ∆+= )( 1041,018,5 ,  Вт/м2 , 
 
где ∆t = t1 – t2, изменяется от 0 до 30 °С; t2 – температура наружного стекла. 

3. Коэффициент теплоотдачи от нагретой поверхности материала или ограждения к воздуху и ок-
ружающим предметам: 
 

333,0
общ 5,1035,06,4α tt ∆+∆+= ,   Вт/м2 ⋅ К. 

 
Удельный тепловой поток от нагретой поверхности к воздуху может быть представлен трехчленом 

вида 
 

333,12 5,1035,06,4 tttq ∆+∆+∆= ,   Вт/м2 ,                (8.8) 
 
где ∆t = tнагр – tвоз, tнагр − температура нагретой поверхности ограждения, изменяется от + 40 до + 400 °С; 
tвоз – температура воздуха, изменяется от 0 до +30 °С. 

4. Коэффициент теплоотдачи от нагретой внутренней поверхности установки (нагревательной печи) 
к образцу (призме квадратного сечения): 

333,0
общ 035,06,4α tt ∆+∆+= ,   Вт/м2 ⋅ К. 

 
Удельный тепловой поток от нагретой поверхности установки и воздуха (рис. 7.4) к призме квад-

ратного сечения (2R = 0,05 м) может быть представлен трехчленом вида 
 

333,12035,06,4 tttq ∆+∆+∆= ,  Вт/м2 ,                  (8.9) 
 
где ∆t = tнагр – tгр; tнагр − температура нагретой внутренней поверхности установки, изменяется от + 20 до 
+ 200 °С; tгр – температура поверхности образца, изменяется от + 20 до + 120 °С. 

 
8.3. КОМПЛЕКСНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 
МЕТОДОМ НЕРАЗРУШАЮЩЕГО КОНТРОЛЯ 



 

 
При симметричном нагревании (охлаждении) призмы квадратного сечения бесконечной длины от 

начальной температуры t0, когда тепловое возмущение не затрагивает центральные участки, тело или 
призму можно считать полуограниченным пространством. Наиболее истинной температурой поверхно-
сти призмы будет температура на середине ее грани tгр, так как на температуру ребра призмы tр, воздей-
ствует температурное поле, определяемое на основе принципа перемножения температурных критери-
ев. Максимальная плотность теплового потока max

пq  на поверхности призмы при ее симметричном на-
гревании зависит от температуры среды в экспериментальной установке tср и температуры середины 
грани tгр на поверхности призмы. При охлаждении максимальная плотность теплового потока max

пq  на 
поверхности призмы зависит от температуры охлаждающей жидкости tж и температуры середины грани 
tгр на поверхности призмы. Плотность теплового потока на поверхности призмы квадратного сечения в 
начальном периоде можно определить по формулам (8.8) или (8.9).  

Амплитуда колебаний температурной волны на поверхности призмы для каждого периода времени 
будет равна ϑп = 0,5 (tгр − t0). Время подъема температуры на поверхности призмы z∗ будет показывать 
только половину времени полного периода колебаний температурной волны, т.е. z = 2 z∗.  

Тогда объемная теплоемкость (сρ) исследуемого материала выполненного в виде призмы квадрат-
ного сечения при симметричном нагревании или охлаждении определится из выражения 
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После начального периода нагрева наступает упорядоченный тепловой режим и, продолжая изме-

рения температур ребра tр и середины грани tгр на поверхности призмы квадратного сечения, определя-
ется коэффициент температуропроводности  а материала по формуле  
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где *R − расстояние между термопарами, измеряющими температуры ребра и середины грани; Ф − тем-
пературный комплекс, определяемый на основе закономерности упорядоченного теплового режима в 
призме квадратного сечения для каждого значения времени τ.  

При нагревании призмы Ф определяется по формуле 
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При охлаждении призмы Ф определяется по формуле 
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tt                        (8.13) 

 
 
Угловой коэффициент прямой линии ∆Ф / ∆τ в области упорядоченного теплового режима опреде-

ляется графически или в процессе математических расчетов. Получив из эксперимента значения коэф-
фициентов температуропроводности и объемной теплоемкости исследуемого материала, определяется 
коэффициент теплопроводности материала по формуле 



 

 
ρ).(λ сa=                                             (8.14) 

 
 
 
Достоверность научно-методологических основ определения температуропроводности, объемной теп-

лоемкости и теплопроводности по температурному полю на поверхности проводилось на призме из бето-
на, фторопласта, красного и силикатного кирпича. Для измерения температуры ребра и середины грани 
методом неразрушающего контроля на призме квадратного сечения закреплялись термопары с использо-
ванием контактного устройства, схема и описание которого приведена в разделе 7.5.  

Для исследования была изготовлена призма квадратного сечения из фторопласта, которую вначале на-
гревали в печи до стационарного распределения температур на поверхности t0 = 99 ºС, а затем охлаждали на 
воздухе при комнатной температуре и естественной конвекции с tж = 30 ºС. Расстояние между термопара-
ми составило R = 0,0135 м. В табл. 8.1 представлены результаты экспериментального измерения темпера-
тур ребра призмы tр и середины ее грани tгр, а также расчеты по формуле (8.13) температурного комплекса 
Ф для каждого значения времени τ и расчеты по формуле (8.11) коэффициента температуропроводности 
фторопласта для каждого промежутка времени ∆τ в течение 30 мин. Полученное из опыта значение коэф-
фициента температуропроводности а = 0,125 · 10−6 м2/с используется для расчета значений объемной теп-
лоемкости (cp) и теплопроводности λ фторопласта. Плотность теплового потока max

пq  на поверхности 
призмы квадратного сечения из фторопласта в начальном  
периоде охлаждения определялось по формуле (8.8) при ∆t = t0 − tж =  
= 99 − 30 = 69 ºС. Результаты расчета сведены в табл. 8.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8.2. Расчет объемной теплоемкости и  
коэффициента теплопроводности по температурному полю  

на поверхности при охлаждении фторопласта:  
t0 = 99 ºС,  tж = 30 ºС,  qпmах = 910 Вт/м2,  а = 0,125 · 10−6 м2/с 

 

Время 
z*, с 

tгр, 
ºC 

ϑп = 0,5( t0 − 
tгр ) 

,
π

ρ

*
п

max
п

z
а

qс
ϑ

=
 

кДж /(м3 · К) 

,ρ)(λ сa=  
Вт/(м · К) 

200 76,0 11,5 1786 0,223 
400 66,0 16,5 1761 0,220 
600 61,0 19,0 1872 0,233 
800 57,0 21,0 1952 0,244 
1000 54,0 22,5 2040 0,255 
 
 
Таким образом, методика, основанная на измерении только двух температур поверхности призмы 

квадратного сечения (ребра и середины грани), подтверждает точность определения коэффициентов 
температуропроводности, объемной теплоемкости и теплопроводности материалов по температурному 
полю на поверхности. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ МАТЕРИАЛОВ В ТЕЛАХ КУБИЧЕСКОЙ 
И  

ШАРОВОЙ ФОРМЫ 
 
 



 

9.1. ЗАКОНОМЕРНОСТЬ УПОРЯДОЧЕННОГО  
ТЕПЛОВОГО РЕЖИМА В КУБЕ 

 
Для определения теплофизических свойств ограждающих конструкций возможно использование 

образцов, выполненных в виде куба. Процесс нагревания параллелепипеда при любых граничных усло-
виях описывается уравнением 
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(9.1) 
 
 
с условиями однозначности: симметрии (9.2), граничными (9.3) − (9.5) и начальными (9.6) 
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),τ,,()τ,,,( п zyTzyRT =                                   (9.3) 
 
 

)τ,,()τ,,,( п zxTzRxT = ,                                  (9.4) 
 
 

)τ,,()τ,,,( п yxTRyxT = ,                                  (9.5) 
 
 

0)0,,,( TzyxT = .                                          (9.6) 
 
 

Выражение (9.1) можно записать в форме 
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где  

q
q

x

y
y grad

grad
β =                                            (9.8) 

 
есть отношение составляющей градиента теплового потока в направлении y к составляющей градиента 
теплового потока в направлении x. Соответственно и  

qx

qzz grad
gradβ =                                            (9.9) 



 

 
есть отношение составляющей градиента теплового потока в направлении z к составляющей градиента 
теплового потока в направлении x. 

Если параллелепипед нагревать симметрично конвективным потоком тепла, то температурное 
поле по его сечению можно определить по принципу перемножения температурных критериев: 

 

×























×

×−−= ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

C
С

B
В

A
А

n m k
СВА

R
z

R
y

R
x

DDD

ктп

1 1 1
ктп0

µcosµcosµcos

)θ(θ 11

 




















++−× τµτµτµ 2

2
к2

2
т2

2
пexр

C
С

B
В

A
А R

а
R
а

R
а .            (9.10) 

 
Используя решение (9.10), можно показать характер изменения соотношений (9.8) и (9.9). В регу-

лярной стадии βу не зависит от критерия Фурье, а является функцией BiA и BiВ и отношения между из-
мерениями сторон параллелепипеда RA и RВ во второй степени. При RВ , стремящемся к RA, значение βу 
начинается стремиться к своему предельному значению, равному единице.  

Используя данные ЭВМ можно показать, что отношение составляющих градиента теплового потока 
βу (когда RA = RB) при лучистом нагреве параллелепипеда также равно единице в области упорядоченно-
го теплового периода. Этот же результат получается при симметричном нагреве параллелепипеда сум-
марным потоком тепла (одновременно конвекцией и радиацией). К аналогичному заключению можно  
придти, исследуя отношение βz . Таким образом, случай с кубом, когда RA = RB = RC , а критерии 
BiA = BiВ = BiС , представляет особый интерес.  

При этом, какой бы вид теплообмена не имел место при симметричном нагреве или охлаждении ку-
ба, отношение составляющих градиента тепловых потоков βу и βz в области упорядоченного теплового 
режима будет всегда равно единице. 

Следовательно, в области упорядоченного теплового периода для тел кубической формы условия 
нагревания могут быть описаны зависимостями: 
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),,()τ,,,( ** zyxTzyxT = , где τ > τ∗. 

  
Используя методику, можно получить решение в неявной форме с точностью до постоянного зна-

чения 
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Полученное выражение является закономерностью упорядоченного теплового режима, которая 

соблюдается при любых симметричных условиях теплообмена на границах куба. Закономерность 
упорядоченного теплового режима (9.12) не лимитируется параметрами и физическими переменны-



 

ми внешней среды. При ее практическом использовании нет необходимости измерять температуру 
окружающей среды  
или поддерживать ее постоянной. В структуру закономерности не входят такие физические характе-
ристики, как коэффициент теплообмена, степень черноты и др. Температура окружающей среды мо-
жет изменяться во времени. Однако во всех случаях необходимым условием является наступление 
упорядоченного теплового периода, т.е. когда температурный комплекс Ф начнет изменяться во вре-
мени по закону прямой линии. 

Достоверность закономерности (9.12) подтверждается при любых значениях критерия кон-
вективного теплообмена на поверхности Bi, а также в случае симметричного нагрева куба лучи-
стым и суммарным потоками тепла. 

Если температуру измерять в конкретных парах точек центра и поверхности куба I−II, I−III 
(рис. 9.1), то выражение упорядоченного теплового режима для каждой пары запишется следую-
щим образом 
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где 22

* 2RR = . 
 

9.2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ МАТЕРИАЛОВ 

В ТЕЛАХ КУБИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 
 

Экспериментальное подтверждение закономерности упорядоченного теплового режима (9.12) про-
водилось на кубах из оргстекла, фторопласта и бетона. Подготовленные к опыту кубы с термопарами 
помещали в испытательную камеру, которая предварительно была выведена на заданную температуру, 
либо нагревались вместе, от комнатной до температуры 80...100 °С. Особую трудность при этом пред-
ставляет создание симметричного теплового потока для тел кубической формы. Для этого были исполь-
зованы металлические экраны, выполненные из листовой меди и расположенные на расстоянии 5...6 мм 
друг от друга и от исследуемого образца. Медь достаточно равномерно распределяет температуру по 
экранам снизу, сбоку и сверху, и, таким образом, в небольшом зазоре между образцом и первым экра-
ном естественная конвекция дестабилизирована, а воздух становится термически стратифицированным. 
Это обеспечивает симметричный нагрев радиационной и кондуктивной составляющей теплового пото-
ка. 

На рис. 9.1 приведены результаты экспериментального распределения температур в кубе из орг-
стекла. Используя опытные данные термограмм точек I − в центре куба и II, III − на его поверхности (в 
центре грани и на середине ребра) также построены графики ФI–II и ФI–III , полученные на основе зако-
номерности упорядоченного режима. Значения ФI–II и ФI–III соответственно вычислялись по формулам: 



 

 
 

Рис. 9.1. Нагрев куба из оргстекла (2R = 90 мм)  
симметричным потоком тепла: 

I – температура в центре куба (x = 0; y = 0; z = 0); 
II – температура в центре грани (x= R; y = 0; z = 0); 

III – температура на середине ребра (x = R; y = R; z = 0); 
ФI–II и ФI–III – результаты расчета по формулам (9.15) и (9.16) 
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Каждый полученный угловой коэффициент ∆Ф / ∆τ усредняли и подсчитывали по нему значение коэф-

фициента температуропроводности: 
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Коэффициент температуропроводности, полученный экспериментально при нагревании куба, со-

ставил: 
• для оргстекла  

 
аI–II = 0,108 · 10–6 м2/с,    аI–III = 0,119 · 10–6 м2/с; 
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• для фторопласта  

 
аI–II = 0,110 · 10–6 м2/с,    аI–III = 0,120 · 10–6 м2/с. 

 
Таким образом, проведенные эксперименты подтверждают заключение о том, что достигаются ус-

ловия симметричного нагревания куба, и это позволяет использовать закономерность упорядоченного 
теплового режима (9.12) для определения коэффициента температуропроводности строительных, теп-
лоизоляционных и облицовочных материалов. 

 
9.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ  

МАТЕРИАЛОВ В КУБЕ МЕТОДОМ  
ТЕПЛОВОГО ПРОСЛУШИВАНИЯ 

 
Температурное поле, возникающее в процессе нагревания или охлаждения тела конечных размеров 

(призмы, куба), может быть скоординировано распределением температуры по его поверхности. Такой 
закон теплового прослушивания позволяет установить связь между избыточными температурами в теле 
конечных размеров. Смысл его заключается в том, что при охлаждении (или нагреве) тела конечных 
размеров, например куба, избыточная температура его центра может координироваться избыточными 
температурами его вершины и центров граней. Это означает, что избыточную температуру центра куба 
можно определить по поверхностным измерениям температур, не проникая с термопарой внутрь его 
объема и не нарушая его целостность. При этом нет необходимости знать такие теплофизические харак-
теристики вещества, как теплопроводность, теплоемкость, плотность. 

На рис. 9.2 приведены результаты экспериментального распределения температур при нагревании 
куба из оргстекла (2R = 90 мм): центра поверхности грани − tц.г и середины ребра − tс.р. Температура ох-
лаждающего воздуха при естественной конвекции составляла tв = 31 ºС. 
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Рис. 9.2. Охлаждение куба из оргстекла (2R = 90 мм) на воздухе: 

tц.пр – температура центра куба, получена путем теплового прослушивания  
по формуле (9.18); tц.г– экспериментальная температура  

центра поверхности грани; tс.р – экспериментальная температура  
середины ребра; Ф − рассчитан по формуле (9.19) 

На рис. 9.2 также построена кривая предполагаемого значения температуры центра куба tц.пр, которая 
рассчитывалась путем теплового прослушивания по формуле 
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tt
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где tц.г и tс.р − опытные значения температуры центра поверхности грани и середины ребра.  

Используя еще раз экспериментальные значения температур центра поверхности грани tц.г и расчет-
ные tц.пр, полученные путем теплового прослушивания, вычислялся температурный комплекс Ф на ос-
нове закономерности упорядоченного режима в кубе по формуле  
 

Ф = ln (tц.пр − tц.г) – 1,23 ∫ − ц.гц.пр

ц.г

tt
dt .                     (9.19) 

 
На рис. 9.2 построен прямой участок линии Ф. Согласно закономерности упорядоченного теплового 

режима в кубе угловой коэффициент прямой линии ∆Ф / ∆τ численно равен множителю 7,41 а / R2, если 
по оси абсцисс отложено время экспериментального наблюдения за изменением температуры в соответ-
ствующих точках сечения куба. Полученный угловой коэффициент прямой линии ∆Ф / ∆τ усредняли и 

подсчитывали значение коэффициента температуропроводности оргстекла по формуле 
τ∆

∆Φ
=

41,7

2Ra .  

Коэффициент температуропроводности при охлаждении на воздухе куба из оргстекла (2R = 90 мм) 
имел значение а = 0,119 · 10–6 м2/с.  

Таким образом, метод теплового прослушивания позволяет определять температуропроводность 
строительных материалов по экспериментальным измерениям температур только на поверхности куба. 
Метод исключает влияние внешних условий, не нарушает целостность образца и требует незначитель-
ного времени для эксперимента. 

 
9.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРОПРОВОДНОСТИ  

МАТЕРИАЛОВ В ТЕЛАХ ШАРОВОЙ ФОРМЫ 
 
Математические условия позволили получить решение в неявной форме с точностью до постоянной 

величины 
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Полученное выражение является закономерностью упорядоченного теплового режима в шаре, и 
она соблюдается при любых симметричных условиях теплообмена на его границе. Закономерность 
упорядоченного теплового режима (9.20) не лимитируется параметрами и физическими переменны-
ми внешней среды. При ее практическом использовании нет необходимости измерять температуру 
окружающей среды или поддерживать ее постоянной. В структуру закономерности не входят такие 
физические характеристики, как коэффициент теплообмена, степень черноты и др. Температура ок-
ружающей среды может изменяться во времени. Однако во всех случаях необходимым условием яв-
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ляется наступление упорядоченного теплового периода, т.е. когда температурный комплекс Ф начнет 
изменяться во времени по закону прямой линии. 

В безразмерной форме закономерность (9.21) можно записать так: 
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Достоверность закономерности упорядоченного теплового режима в шаре (9.21) подтверждается 

при любых значениях критерия конвективного теплообмена Вi, а также при лучистом и суммарном теп-
лообмене на границе шара и по результатами опыта.  

При проведении эксперимента был изготовлен образец в виде сплошного шара из оргстекла (2R 
=160 мм), который вначале нагревали в камере до температуры ~ 100 °С, а затем охлаждали на воздухе 
при комнатной температуре и естественной конвекции. Экспериментальные исследования показали, что 
распределение температуры по его поверхности оказывается достаточно равномерным. Так, при ком-
натной температуре воздуха различие температуры между экваториальной точкой поверхности и дру-
гими соответствовало одному-двум градусам. Исключение составляли точки, находящиеся на самой 
вершине шара и очень близкие к ней. Там наблюдалось отклонение на четыре-пять градусов. В итоге за 
температуру поверхности можно было принимать ту, которая соответствовала экваториальной области 
шара. 

На рис. 9.3 приведены результаты экспериментального распределения температур в центре и на поверх-
ности шара из оргстекла (2R = 160 мм) при его охлаждении, а также показан график температурного ком-
плекса Ф.  

 
 

Рис. 9.3. Охлаждение шара из оргстекла (2R = 160 мм) на воздухе: 
1 − температура в центре шара; 2− температура на поверхности шара; 

Ф − результат расчета по формуле (9.22) 
 
 
Значения Ф рассчитывались по формуле 
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Полученный угловой коэффициент ∆Ф / ∆τ усредняли и подсчитывали коэффициент температуро-

проводности оргстекла по формуле 
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Таким образом, проведенные эксперименты подтверждают использование закономерности упоря-

доченного теплового режима (9.20) для определения коэффициента температуропроводности материа-
лов.  

10. МЕТРОЛОГИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ И ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 
МЕТОДОМ НЕРАЗРУШАЮЩЕГО КОНТРОЛЯ 

 
 

10.1. КЛАССИФИКАЦИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ  
СРЕДСТВ ИЗМЕРЕНИЙ 

  
Для измерений температуры среды, веществ и определения теплофизических свойств материалов и 

изделий необходимо иметь измерительный комплекс, обобщенная или функциональная схема которого 
включает следующие элементы.  

1. Датчики, находящиеся в контакте с исследуемой средой (телом) и являющиеся своего рода "пре-
образователями" температуры в иную физическую величину, подлежащую измерению. Для измерения 
температур используют термопары (типа ТХК, ТХА) или термопреобразователи сопротивления (типа 
ТСП, ТСМ). Термопары с термочувствительным элементом (определенной градуировки), термоэлектри-
ческие преобразователи или термоприемники (ТП) подключают к входам прибора − блока обработки 
данных.  

2. Блок обработки данных может включать в себя регистрирующие или показывающие приборы, 
цифровые фильтры, вычислители или логические устройства, аналого-цифровые преобразователи, ана-
логовые модули входа, адаптеры интерфейса, а также ЭВМ.  

3. Термоэлектродные или компенсационные провода, которые передают сигналы от термопар к 
прибору и изготовлены из тех же материалов (либо с аналогичными термоэлектрическими характери-
стиками), что и термопара.  

При определении и исследовании теплофизических свойств материалов и изделий, основными па-
раметрами измерений являются: температура, текущее время, геометрические размеры образца и рас-
стояние между фиксированными точками тела, где установлены датчики температур.  

Любые измерительные системы не могут обеспечить определение действительного значения темпе-
ратуры элементарного объема исследуемого объекта, поскольку физические принципы и исходные ус-
ловия проведения измерений в той или иной степени оказываются нарушенными [17, 78]. Результат 
экспериментального измерения температуры tэ будет отличаться от ее действительного значения tд на 
величину называемую абсолютной погрешностью измерения температуры ∆t = tэ − tд. 

Любая погрешность измерения может выражаться в долях действительного значения измеряемой 
величины и называется относительной погрешностью измерения. 

Погрешность измерения определяется приближенно с определенной точностью в зависимости от 
метода, условий и применяемых средств измерений, способа фиксации результата, числа наблюдений и 
методов обработки экспериментальных данных. Абсолютную погрешность измерения температуры ∆t 
можно разделить на три составляющие: методическую ∆tм, инструментальную ∆tи и погрешность на-
блюдения ∆tн: ∆t = ∆tм + ∆tи + ∆tн. 

Методическая погрешность измерения температуры ∆tм возникает из-за неточности выполнения 
методики измерений, недостаточной изученности явлений теплообмена между исследуемым объектом и 
термоприемником. Методические погрешности при исследовании теплофизических свойств материалов 
(температуропроводности, теплоемкости, теплопроводности), связанные с неточностью реализации 
теоретических предпосылок, могут быть вызваны следующими условиями: временем наступления упо-
рядоченного теплового режима, неодномерностью температурного поля, изменением теплофизических 
свойств веществ от температуры и др.  



 

Инструментальная (приборная) погрешность измерения температуры ∆tи возникает из-за несовер-
шенства средств измерения температуры и использования этих средств в условиях, отличающихся от 
нормальных. Инструментальную погрешность разделяют на две составляющие: основную и дополни-
тельную. Первая характеризует возможности средств измерений в нормальных условиях, а вторая учи-
тывает влияние отклонений от этих условий. Паспорт или сертификат каждого прибора должен норми-
ровать и регламентировать метрологические характеристики измерений в известных рабочих условиях. 
Приборную погрешность снижают путем применения современных контрольно-измерительных прибо-
ров и средств автоматизации, а также ЭВМ. 

Погрешность регистрации наблюдения ∆tн определяется квалификацией и особенностями наблюда-
теля и возникает в результате неправильного отсчета и снятия показаний, расшифровки записей и 
результатов регистрации. Как правило, эта составляющая погрешности при исключении ошибок 
экспериментатора незначительна, по сравнению с ∆tм и ∆tи. 

В зависимости от закономерности теплового режима погрешность ∆t разделяют на систематическую 
∆tсист и случайную ∆tсл: ∆t = ∆tсист + ∆tсл. 

Систематической погрешностью измерения температуры ∆tсист называют составляющую погрешно-
сти измерения, которая остается постоянной или закономерно изменяется в процессе измерений (либо 
при их повторении). Систематическую погрешность оценивают расчетным путем или эксперименталь-
но, а затем вводят соответствующую поправку в результат измерения температуры, либо самого метода.  

Случайной погрешностью измерения температуры ∆tсл называют составляющую погрешности из-
мерения ∆t , которая заранее не предсказуема и изменяется случайным образом при повторных измере-
ниях температуры теми же средствами измерения. Закономерности проявления случайной погрешности 
и оценка ее могут быть выявлены при многократных наблюдениях температуры с последующей стати-
стической обработкой результатов измерений. В полученное значение случайной погрешности ∆tсл вой-
дет и та часть систематической погрешности, которая из-за сложности и приближенности оценки ∆tсист 
не могла быть ранее учтена. 

Измеряемая температура среды, веществ, материалов и изделий может быть стационарной (посто-
янной) или нестационарной (изменяться во времени). В зависимости от этого погрешность измерения 
температуры подразделяют на статическую ∆tст и динамическую ∆tдин. Погрешность измерения неста-
ционарной температуры включает в себя статическую ∆tст и динамическую составляющую ∆tдин: 
∆t = ∆tст + ∆tдин. Погрешность измерения стационарной температуры включает в себя только статиче-
скую ∆tст, а динамическая составляющая ∆tдин = 0.  

Статическая составляющая погрешности ∆tст зависит от многих факторов: измерения температуры 
твердых тел, жидкостей, газов, движущихся сред или высокоскоростных потоков, монтажа ТП на по-
верхности или внутри тела (материала, изделия, массива), с высокой или низкой теплопроводностью, 
при установке ТП в пазу, цилиндрическом канале или с использованием защитных экранов, применения 
непогружаемых ТП контактным или бесконтактным способом. Существенно влияют на статическую 
составляющую погрешности ∆tст направление теплового воздействия на исследуемый объект (нагрев 
или охлаждение), теплообмен между отдельными элементами ТП, теплоотдача излучением ТП и его ок-
ружением в газообразных, частично прозрачных и других объектах, влияние внутренних источников 
теплоты, характер изменения температуры внутри ТП и в зоне его расположения.  

Для непогружаемых контактных термоприемников статическая составляющая погрешности ∆tст за-
висит от процесса переноса тепла через зону механического контакта двух твердых тел или деталей [59, 
60, 76]. На эффективность передачи тепла в зоне контакта оказывают влияние такие факторы, как физи-
ческие свойства материалов, из которых выполнены термопара и исследуемый материал, свойства сре-
ды, заполняющей пространство между соприкасающимися поверхностями, чистота обработки и харак-
тер микрорельефа указанных поверхностей, сила сжатия и температура в зоне контакта. Так, термиче-
ское сопротивление контакта понижается с увеличением нагрузки на соприкасающиеся поверхности, 
увеличением частоты обработки контактных поверхностей, повышением температуры в зоне раздела.  

Динамическая составляющая погрешности ∆tдин вызвана скоростью изменения исследуемой вели-
чины (температуры) tд от времени τ  
и невозможностью из-за инерционных свойств ТП, регистрации мгновенных значений нестационарной 
температуры средствами измерения.  



 

Упрощенно структурная схема измерения температуры имеет вид последовательного соединения 
нескольких элементов − звеньев структурной схемы: датчика или первичного преобразователя темпера-
туры ТП, одного или нескольких промежуточных вторичных преобразователей ПП и измерительного 
(регистрирующего на диаграмме, показывающего на дисплее ЭВМ) прибора ИП. 

Исследуемое значение температуры или входное воздействие tвх преобразуется чувствительным 
элементом ТП в выходной сигнал u1, а именно, в термоэлектродвижущую силу, для термопарного ТП, 
или в электрическое сопротивление терморезисторного ТП, который поступает на ПП. В зависимости 
от выбора средства измерения, ПП выполняют функции масштабных или функциональных преобразо-
ваний, передачи и усиления по мощности измерительной информации. Воздействие u2 преобразуется 
ИП в выходную величину ивых в форме, пригодной для анализа температурного режима исследуемого 
объекта.  

Каждый из применяемых приборов вносит в результат измерения дополнительную инструменталь-
ную погрешность, зависящую от особенностей конструкции и принципа действия. Результирующая по-
грешность всего измерительного комплекса определяется суммой погрешностей каждого элемента, ко-
торый может иметь свои погрешности. Суммирование всех составляющих погрешностей определяет 
методическую погрешность ∆tм измерительного комплекса. 

Принимая меры защиты (хороший тепловой контакт термопар с телом, установка ТП в изотермиче-
ской поверхности, увеличение числа измерений, применение совершенных контрольно-измерительных 
приборов), можно уменьшить инструментальную, случайную и статическую погрешности до необходи-
мого минимального значения. Если это удается сделать, то единственным фактором оказывается тепло-
вое воздействие исследуемого объекта. Если тепловое воздействие объекта изменяется во времени (не-
стационарные процессы), то остается лишь одна составляющая методической погрешности, обуслов-
ленная тепловой инерционностью или динамической погрешностью ТП. Для непогружаемых контакт-
ных термоприемников статическая составляющая погрешности ∆tст учитывается независимо от харак-
тера теплового режима (стационарный или нестационарный).  

Однако внести дополнительную динамическую составляющую погрешности может и любой из пе-
речисленных выше источников измерительного комплекса, если интенсивность его воздействия с тече-
нием времени достаточно велика. Искажение показаний, обусловленное нестационарными тепловыми 
процессами в ТП и между ТП и окружающей средой, принято объяснять тепловой или термической 
инерцией, а искажение, вызываемое механическими и электромеханическими особенностями измери-
тельного прибора и передающего элемента − механической или электромеханической инерцией изме-
рительного комплекса. 

Анализ источников погрешностей [17, 22, 24, 42, 50, 55, 56, 59, 68, 71, 76, 78] показывает, что ос-
новные погрешности имеют тепловую природу. Быстродействие современных регистрирующих прибо-
ров, особенно электронных, исчисляется долями секунд, а процесс теплообмена между ТП и средой 
может занимать значительно большее время. Количественный анализ методических погрешностей в ко-
нечном итоге заключается в обосновании и выборе математической модели, определяющей процесс те-
плового взаимодействия объекта исследования с ТП. 

 
10.2. ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  

НА ПОВЕРХНОСТИ ТЕЛА 
 
При исследовании ТФС материалов и измерении нестационарных температур на поверхности объ-

екта (тела), термопара чаще всего располагается в прямоугольном канале (паз) с геометрическими разме-
рами − глубиной h и шириной паза b. На рис. 10.1 показана схема расположения ТП цилиндрической 
формы на поверхности исследуемого материала. 
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Рис. 10.1. Схема расположения термопары на поверхности материала: 
1 − материал; 2 − термопара (ТП); 3 − замазка; 4 − окружающая среда;  

q − удельный тепловой поток; b, h − геометрические размеры паза;  
tс − температура окружающей среды 

 
 
При реализации такого способа измерений желательно, чтобы глубина и ширина паза не превышали 

0,2...0,8 мм. Замазка выбирается с относительно высокой теплопроводностью. Чувствительный элемент 
по возможности чеканиться к исследуемой поверхности.  

Паз с термопарой заполняется клеем, пастой, цементом или другим веществом, с коэффициентом 
теплопроводности меньшим или близким к исследуемому материалу. Так, снижение погрешностей изме-
рения температур таких материалов, как оргстекло, фторопласт, бетон, красный и силикатный кирпич, 
достигалось следующими приемами: 

1) термочувствительный элемент ТП должен находиться в хорошем тепловом контакте с телом, для 
чего крепление термопар к образцам из оргстекла проводилось опилками оргстекла, смешанными с ди-
хлорэтаном; из фторопласта – опилками фторопласта смешанными с универсальным клеем (ТУ 6-15-
1268–80); из бетона, красного и силикатного кирпича − цементом, смешанным с силикатным клеем; 

2) спай термопары должен размещаться в изотермических плоскостях; 
3) все провода термопар должны быть изолированы защитным фторопластовым кожухом 

(кембриком), во избежание теплоотдачи оголенного провода с окружающей средой.  
В результате такой "защиты" термопар коэффициент теплопроводности исследуемого материала λ1 

незначительно превышает теплопроводность замазки λ3. Методическая погрешность измерения темпе-
ратуры поверхности объекта (образца) возникает ввиду разности значений теплопроводности λ1 и λ3 и 
перераспределения тепловых потоков в области паза, а также смещения термопары на величину h / 2 от 
поверхности исследуемого объекта [78]. 

При измерении стационарной температуры поверхности тела и условии, что коэффициент теплоот-
дачи с поверхности тела в окружающую среду равен αо, распределение температуры по сечению ТП 
равномерное, а термопара занимает центральное положение внутри паза (рис. 10.1), погрешность ∆tэ 
определяется по выражению [78]: 

 
∆tэ = tэ − tд = А (tс − tд) = А (tэ − tс) / (А −1),                 (10.1) 

 
где tэ и tд − измеренная (экспериментальная) и действительная температура поверхности тела; tс − тем-
пература окружающей среды.  

Показатель погрешности измерения температуры поверхности А определяется из выражения 
 

А ≈ [1− ϕ ξо(1 + η)] / [1 + µ (1 + η)].                  (10.2) 
 
Входящие в формулу (10.2) параметры рассчитываются так: 

 



 

ϕ = 1 + h / b;   µ = 1 + 2h / b;   ξо = αо h / λо;   ξз = αо h / λз; 
 

η = ϕ2 ψ (1 + µ) / µ ξз ω;   ψ = [1 + πd / 2 (h + b)]2;   ω = 1 − πd2 / 4hb; 
 

где λз − теплопроводность замазки; d − диаметр термопары. 
Так, при исследовании бетона измеренная температура его поверхности составила tэ = 100 °С. Термо-

пара ХК, диаметром d = 0,4 ⋅ 10−3 м, расположена в прямоугольном пазу h = b = 0,8 ⋅ 10−3 м. Температура 
окружающей среды tс = 200 °С, а коэффициент теплоотдачи αо = 25 Вт/(м2 ⋅ К). Коэффициент теплопро-
водности бетона и цементной замазки, соответственно равны: λо = 1 Вт/(м ⋅ К), λз = 0,5 Вт/(м ⋅ К). 

Предварительно находим параметры: ϕ = 2; µ = 3; ξо = 0,02; ξз = 0,04; ψ = 1,94; ω = 0,804; η = 322. Пока-
затель погрешности измерения температуры поверхности тела, определяемый из выражения (10.2) А = − 
0,012. Погрешность измерения температуры поверхности бетона, определяемая из выражения (10.1), ∆tэ 
= А(tэ − tс) / (А −1) = − 1,18 °С. Действительная температура поверхности бетона tд = tэ − ∆tэ = 101,2 °С. 
Относительная погрешность измерения ∆t  = ∆tэ / tд = 0,012 = 1,2 %. 

При измерении нестационарной температуры поверхности тела, когда распределение температуры 
по сечению ТП равномерное, а термопара занимает центральное положение внутри паза (рис. 10.2), по-
грешность измерения включает в себя только динамическую составляющую ∆tдин, которая приближенно 
оценивается по формуле [78]: 

 
∆tдин = tэ (τ) − tд (τ) = (εо − εз) b,                            (10.3) 

 
где tэ (τ) и tд (τ) − измеренная (экспериментальная) и действительная температура поверхности тела; εо, 
εз − инерционная составляющая исследуемого тела и замазки, с; b − темп нагревания тела, °С/с. 

Коэффициент или показатель тепловой инерции материала (тела) определяется из выражения [78]: 
 

εо = (h + b)2 / 8π2 aо,                                       (10.4) 
 

где aо − коэффициент температуропроводности материала, м2/с.  
Коэффициент или показатель тепловой инерции замазки определяется из выражения [78]: 
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где λз − теплопроводность замазки, Вт/(м ⋅ К); d − диаметр термопары, м; b и h − геметрические размеры 
паза; (сρ)з и (сρ)т − объемная теплоемкость замазки и термопары, кДж/(м3 ⋅ К).  

Рассмотрим конкретные примеры нагревания в экспериментальной установке (рис. 7.4) образцов из 
оргстекла и бетона, выполненных в виде призмы квадратного сечения, со скоростью изменения темпера-
туры на поверхности исследуемого материала b ≈ 0,025 К/с. Термопара градуировки хромель-копель, 
диаметром d = 0,4 ⋅ 10−3 м, расположена в прямоугольном пазу h = b = 0,8 ⋅ 10−3 м. Коэффициент темпера-
туропроводности оргстекла и бетона соответственно равны: aорг = 0,12 ⋅ 10−6 м2/с, aбет =  
= 0,5 ⋅ 10−6 м2/с. Коэффициент теплопроводности цементной замазки (для бетона) и опилок оргстекла, 
смешанных с дихлорэтаном (для оргстекла), соответственно равны: λц.з = 0,5 Вт/(м ⋅ К), λз.о = 0,2 Вт/(м ⋅ 
К).  
Объемная теплоемкость цементной замазки, опилок оргстекла, и термопары ХК соответственно равны: 
(сρ)ц.з = 1,12 ⋅ 106 Дж/(м3 ⋅ К), (сρ)з.о =  
= 1,6 ⋅ 106 Дж/(м3 ⋅ К), (сρ)т = 4,35 ⋅ 106 Дж/(м3 ⋅ К). 

Предварительно находим коэффициент или показатель тепловой инерции материала из выраже-
ния (10.4): 



 

• для оргстекла εорг = (h + b)2 / 8π2 aорг = 0,27 с;  
• для бетона εбет = (h + b)2 / 8π2 aбет = 0,065 с 

и показатель тепловой инерции замазки из выражения (10.5): 
• для оргстекла εз.о = 0,71 с;  
• для бетона εц.з = 0,23 с. 
Динамическая составляющая ∆tдин приближенно оценивается по формуле (10.3) и соответственно 

равна: 
• для оргстекла ∆tдин = (εорг − εз.о) b = − 0,011 К;  
• для бетона ∆tдин = (εбет − εц.з) b = − 0,004 К. 
При нестационарном нагревании образцов в диапазоне температур ∆t 20...80 °С, относительная по-

грешность соответственно составит:  
• для оргстекла ∆ζ = ∆tдин / ∆t = 0,00028 = 0,028 %;  
• для бетона ∆ζ = ∆tдин / ∆t = 0,00007 = 0,007 %. 

 
10.3. ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  

КОНТАКТНЫМ МЕТОДОМ 
 

При определении теплофизических свойств (ТФС) материалов и изделий измерение температур в 
стационарных и нестационарных процессах нагрева или охлаждения объектов производится контакт-
ными термопарами [59]. Методические погрешности свойственны в той или иной степени всем кон-
тактным методам измерений, независимо от принципа действия выбранных приборов. Суммарное воз-
действие различных источников и ошибок приводит к тому, что измерительный комплекс регистрирует 
не температуру материала tд, а некоторую отличную от нее температуру tэ. Одна из основных задач при 
контактном измерении температуры заключается в определении действительной температуры tд по из-
меренной температуре tэ, т.е. состоит в оценке суммарной погрешности измерения. 
Возникает также и обратная задача − определение температуры измерительного комплекса, если дейст-
вительное или предполагаемое изменение температуры среды, где находится ТП, задано, и  как следст 
вие ее − подбор измерительного комплекса с такими параметрами, при которых погрешность темпера-
турных измерений в данных условиях не превышала бы заранее заданного допустимого значения. 

Для проведения опытов методом неразрушающего контроля и для измерения температуры ребра и 
середины грани на призме квадратного сечения разработано устройство с использованием непогружае-
мых контактных термопар, схема которого приведена на рис. 7.7. Разработанный метод выгодно отли-
чается от известных быстродействием, небольшой погрешностью, обладает новизной и оригинально-
стью. Кроме того, методика позволяет легко автоматизировать теплофизический эксперимент, упроща-
ется реализация на базе микропроцессорной техники, и поэтому является перспективным для использо-
вания в информационно-измерительных системах неразрушающего контроля ТФХ материалов.  

Отличительной особенностью контактных методов неразрушающего контроля ТФХ материалов и 
изделий является непосредственный контакт термоприемников с участком поверхности исследуемого 
объекта. Проблемы, связанные с особенностями контактных методов измерения температур на поверх-
ности исследуемых объектов достаточно глубоко и детально проработаны и представлены в работах 
многих авторов [59, 68, 76, 78].  

На рис. 10.2 изображена модель контактной термопары с размерами термопреобразователя (термо-
пары) и тепловой изоляции (теплоизолятора). 

Для принятой конструкции непогружаемой контактной термопары, термоприемника (ТП), а также при 
известных условиях эксплуатации можно рассчитать общую погрешность контактной термопары. Индексы 
1, 2, 3 на (рис. 10.2) соответственно относятся к термоприемнику, изолятору и исследуемому материалу, а 
геометрические размеры контактной термопары составляют соответственно: r1 = 0,2 мм; r2 = 2,0 мм; L1 = 0,4 
мм;  
L2 = 5 мм. Толщина изоляции в радиальном направлении ∆r = r2 − r1 =  
= 1,8 мм, а толщина изоляции в осевом направлении ∆ = L2 −L1 = 4,6 мм.  



 

Для расчета метрологических характеристик контактной термопары, статической и динамической 
погрешности ТП необходимо иметь относительно простые явные зависимости − симплексы [59]: 

 
Ка = αк / αв;   К*λ = λ2 / λ1;   Кλ = 100 К*λ;   Кс = (cp)2 / (cp)1; 

 
К∆r = ∆r / L1;   К∆ = ∆ / L1,                                   (10.6) 

где αк, αв − коэффициенты теплообмена зоны контакта и поверхности термоприемника с внешней сре-
дой (воздухом); λ2, λ1 − коэффициенты теплопроводности теплоизолятора и термоприемника; (cp)2, (cp)1 

− объемная теплоемкость теплоизолятора и термоприемника, кДж/(м3 ⋅ К). 
Теплофизические свойства для термопреобразователя градуировки ХК (хромель-копель), тепло-

изолятора (фторопласта) и исследуемых строительных материалов (бетон, красный и силикатный кир-
пич) приняты следующие: 

• хромель-копель: λ1 = 23 Вт/(м ⋅ К); (cp)1 = 4350 кДж/(м3 ⋅ К); 
• фторопласт: λ2 = 0,23 Вт/(м ⋅ К); (cp)2 = 1780 кДж/(м3 ⋅ К); 
• кирпич, бетон: λ3 = 0,5...1,2 Вт/(м ⋅ К); (cp)3 = 1600...1900 кДж/(м3 ⋅ К). 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.2. Модель (сечение) контактной термопары,  

используемой для определения теплофизических свойств материалов: 
r1 и r2 − размеры термопары и теплоизолятора в радиальном направлении;  

L1 и L2 − размеры термопары и теплоизолятора в осевом направлении; 
1 − термопара ХК (термоприемник); 2 − теплоизолятор; 
3 − исследуемый материал; h − высота шероховатостей 

Процесс переноса тепла через зону механического контакта двух твердых тел или деталей отличает-
ся исключительной сложностью. Эффективность переноса тепла зависит от следующих факторов: 
физических свойства материалов, из которых выполнены термопара и исследуемый образец; среды, 
заполняющей пространство между соприкасающимися поверхностями; чистота обработки и характер 
микрорельефа указанных поверхностей; сила сжатия и температура в зоне контакта. Термическое 
сопротивление контакта понижается с увеличением нагрузки на соприкасающиеся поверхности, 
увеличением частоты обработки контактных поверхностей, повышением температуры в зоне раздела.  
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Рассмотрим вопросы расчета контактной проводимости αк при теплообмене контактного ТП с по-
верхностью твердого тела. Так, при контакте шероховатых поверхностей предложено определять αк по 
формуле [59, 76]: 
 

αк = 2λс / (h2 + h3) + 7 · 103 Рλм  / ЕSн ,                     (10.7) 
 
где λс − коэффициент теплопроводности межконтактной среды (воздуха), Вт/(м ⋅ К); h2, h3 − средняя вы-
сота выступов микрошероховатостей соприкасающихся поверхностей, м; Ρ − нормальная нагрузка, Н;  
λм − приведенный коэффициент теплопроводности соприкасающихся материалов; E − предел прочности 
или временное сопротивление разрыву менее пластичного материала, Н/м2; Sн − номинальная (геомет-
рическая) площадь контакта, м2. 

Первое слагаемое выражения (10.7) представляет собой тепловую проводимость межконтактной 
среды, а второе − является тепловой проводимостью через места фактического контакта. Среднее значе-
ние температуры в зоне контакта составляет ≈ 60 °С, а коэффициент теплопроводности межконтактной 
среды (воздуха) λс = 0,029 Вт/(м⋅К). Нормальная нагрузка пружин (рис. 10.3) составляет Ρ = 0,1 кг = 0,98 
≈ 1 Н. 

Теплоизолятор выполнен из фторопласта со следующими параметрами и характеристиками: h2 = 1 
мкм = 10−6 м; Sн = 4 мм × 10 мм =  
= 4 · 10− 6 м2; λ2 = 0,23 Вт/(м ⋅ К). Материал теплоизолятора наряду с низкой теплопроводностью должен 
удовлетворять и ряду требований, выдвигаемых объектами контроля и условиями эксплуатации (меха-
ническая прочность и др.).  

Исследуемый материал − красный кирпич (силикатный кирпич или бетон) имеет следующие пара-
метры и характеристики: 

h3 ≈ 100 мкм ≈ 10− 4 м; λ3 ≈ 0,8 Вт/(м ⋅ К); E ≈ 70 кг/см2 ≈ 70 · 105 Н/м2. 
Приведенный коэффициент теплопроводности λм соприкасающихся материалов определяется по 

соотношению 
 

λм = 2 λ2λ3 / (λ2 + λ3) = 2 · 0,23 · 0,8 / (0,23 + 0,8) = 0,36 Вт/(м ⋅ К). 
 
Контактная проводимость, вычисленная по формуле (10.7), составляет 
 

αк = 2 ⋅ 0,029 / (1,01 ⋅ 10−4) + (7 · 103) ⋅ 1 ⋅ 0,36 / (70 · 105) (4 · 10− 6) = 
              = 580 + 90 = 670 Вт/(м2 ⋅ К). 

 
Одной из основных особенностей контактной термопары является теплоотдача, обусловленная тем, 

что в процессе эксплуатации большая часть поверхности участвует в теплообмене не с материалом, а с 
внешней средой. Даже в стационарном режиме через ТП проходит тепловой поток, величина и направ-
ление которого влияет, в конечном счете, на погрешность контактной термопары. Коэффициент тепло-
обмена  
поверхности контактной термопары (теплоизолятора) с внешней средой (воздухом) при естественной 
конвекции принимается равным  
αв ≈ 10 Вт/(м2 ⋅ К). 

Тогда метрологические симплексы (10.6) соответственно будут равны: 

 
Ка = αк / αв = 670 / 10 = 67;    К*λ = λ2 / λ1 = 0,23 / 23 = 0,01;  

 
Кλ = 100 К*λ = 1;   Кс = (cp)2 / (cp)1 = 1780 / 4350 = 0,4. 

 

Симплексы в радиальном и осевом направлении соответственно равны: 

 
К∆r = ∆r / L1 = 1,8 / 0,4 = 4,5;    К∆ = ∆ / L1 = 4,6 / 0,4 = 11,5. 



 

 
Показатель степени m = 0,3 Кλ

0,41
 − 1,3 = − 1.  

Статическая погрешность измерения температуры ∆tст, вызванная теплообменом ТП с внешней 
средой может быть рассчитана по формуле [59]: 

• в радиальном направлении 
 

∆tст = (0,046 + 3,74 Ка
−0,77)  [(1,38 − Кλ

−0,38) К∆r
м − 0,011 Кλ]; 

 
• в осевом направлении 
 

∆tст = (0,046 + 3,74 Ка
−0,77) [(1,38 − Кλ

−0,38) К∆
м − 0,011 Кλ].    (10.8) 

Для исследованных материалов (например, красного кирпича) и принятых условий эксплуатации 
статическая погрешность измерения температуры ∆tст, составляет:  

• в радиальном направлении 
 

∆tст = (0,046 + 3,74 / 25,5) [(1,38 − 1) / 4,5 − 0,011] = 
 

= (0,046 + 0,147) [(0,38) / 4,5 − 0,011] = (0,193) [0,073] = 0,014 = 1,4 %; 
 
• в осевом направлении  
 

∆tст = (0,046 + 0,147) [(1,38 − 1) / 11,5 − 0,011] = 
 

 = (0,183) [(0,38 − 1) / 11,5 − 0,011] = (0,183) [0,022] = 0,0042 = 0,42 %.  
 
При увеличении толщины изоляции в радиальном и осевом направлении до значений r2 = 2,5 мм; L2 

= 8 мм; ∆r = 2,3 мм; ∆ = 7,6 мм симплексы примут следующие значения:  
 

К∆r = ∆r / L1 = 2,3 / 0,4 = 5,8;    К∆ = ∆ / L1 = 7,6 / 0,4 = 19. 
 
Номинальная (геометрическая) площадь контакта составит Sн =  

= 5 · 10− 6 м2.  
Контактная проводимость, вычисленная по формуле (10.7), составляет 

 
αк = 2 ⋅ 0,029 / (1,01 ⋅ 10−4 ) + (7 · 103) ⋅ 1 ⋅ 0,36 / (70 · 105) ⋅ (5 · 10− 6) = 

             
              = 580 + 103 = 683 Вт / (м2 ⋅ К). 

 

Симплекс Ка соответственно будет равен: Ка = αк / αв = 683 / 10 = 68. 

Статическая погрешность измерения температуры ∆tст в этом случае соответственно равна:  
• в радиальном направлении 

 
∆tст = (0,046 + 0,145) [(1,38 − 1) / 5,8 − 0,011] = 

 
= (0,191) [(0,38 − 1) / 5,8 − 0,011] = (0,191) [0,055] = 0,0104 = 1,04 %; 

 
• в осевом направлении 

 
∆tст = (0,046 + 0,145) [(1,38 − 1) / 19 − 0,011] = 

 
= (0,191) [0,009] = 0,0017 = 0,17 %. 



 

 
Выражение (10.8) дает возможность решить и обратную задачу: на стадии проектирования контакт-

ной термопары найти требуемую толщину теплоизолятора. Так, если задана допустимая статическая 
погрешность ∆tст. доп, известны условия эксплуатации и выбран материал теплоизолятора, то его мини-
мально возможную толщину определяют по соотношению [59]: 

 
δст = L1 {[(0,046 + 3,74 Ка

−0,77)−1 ∆tст. доп + 0,011 Кλ] (1,38 − Кλ
−0,38)−1 }1/m. 

 
Так, если задать допустимую статическую погрешность ∆tст. доп = 1 %, то при уже известных условиях 

эксплуатации и выбранном материале теплоизолятора его минимально возможная толщина составит 
 

δст = L1 / [(0,046 + 0,147)−1 ⋅ 0,01 + 0,011] (1,38 − 1)−1 = 
                   

                      = 0,4 / [(0,193)−1 ⋅ 0,01 + 0,011] (2,63) =  
                      = 0,4 / [0,063] (2,63) = 0,4 / 0,165 = 2,4 мм. 

 
Если задать допустимую статическую погрешность ∆tст. доп = 2 %, то при уже известных условиях 

эксплуатации и выбранном материале теплоизолятора его минимально возможная толщина составит 
 

δст = L1 / [(0,046 + 0,147)−1 ⋅ 0,02 + 0,011] (1,38 − 1)−1 = 
 
                       = 0,4 / [(0,193)−1 ⋅ 0,02 + 0,011] (2,63) =  
 
                       = 0,4 / [0,115] (2,63) = 0,4 / 0,3 = 1,3 мм. 

 
Анализ зависимости (10.8) позволяет оценить влияние эксплуатационных и конструктивных пара-

метров на ∆tст. Так, увеличение Ка, снижение Кλ, увеличение относительной толщины изоляции К∆r (К∆) 
снижает статическую погрешность. Увеличение толщины теплоизолятора с целью снижения погрешности 
∆tст наиболее эффективно при использовании материалов с высокими теплоизоляционными свойствами.  

Динамическая погрешность измерения температур контактной термопарой, когда тепловое воздей-
ствие на исследуемый материал изменяется во времени, обусловлена тепловой инерционностью. Для 
оценки влияния инерционности ТП при измерении нестационарной температуры воспользуемся соот-
ношением [78]: 

 
∆tдин = ε1 b,                                          (10.9) 

 
где ε1 − коэффициент или показатель тепловой инерции термоприемника, с; b − скорость изменения 
температуры исследуемого образца (массива), К/с. 

Для исследуемых материалов (оргстекло, фторопласт, бетон, кирпич) скорость изменения темпера-
туры в области упорядоченного теплового режима, где определяется коэффициент 
температуропроводности материала, составляет b ≈ 0,025 К/с.  

Показатель тепловой инерции непогружаемой контактной термопары ε1 определяется из соотноше-
ния [59]: 

 
ε1 = τ1 (L1)2 / a1,                                       (10.10) 

 
где τ1 − безразмерный аналог термической инерции; a1 − коэффициент температуропроводности термо-
приемника (термопары ХК), м2/с. 

Коэффициент температуропроводности термоприемника (термопары градуировки ХК) равен  
 

a1 = λ1 / (cp)1 = 5,3 ⋅ 10−6 м2/с. 



 

 
Безразмерный аналог термической инерции контактной термопары в радиальном и осевом направле-

нии определяется по соотношению [59]: 
 

τ1 = 10 Кс (F К∆r
 U

 + D Кλ
W

  + 13,7 Ка
−0,5 − 3,63); 

 
τ1 = 10 Кс (F К∆

U
 + D Кλ

W
 + 13,7 Ка

−0,5 − 3,63),           (10.11) 
 

где симплексы Кс = 0,4; Кλ = 1; Ка = 67; К∆r = 4,5; К∆ = 11,5; а коэффициенты F, U, D, W  соответственно 
равны: 

  
F = 1,57 Кλ

−0,7
 + 0,34 = 1,57 + 0,34 = 1,91; 

 
U = 1,76 − 0,26 lgКλ = 1,76 − 0 = 1,76; 

 
D = 6,28 − 10 Ка

−0,4 = 6,28 − 10 / 5,37 = 4,42; 
 

W = − (4,1 Ка
−1,1 + 0,19) = − (4,1 / 102 + 0,19) = − 0,6. 

 
Безразмерный аналог термической инерции контактной термопары, определяемый по (10.11), равен: 
• в радиальном направлении  

 
τ1 = 10 Кс (F К∆r 

U + D Кλ
W

 + 13,7 Ка
−0,5 − 3,63) = 

 
       = 4 (1,91 ⋅ 4,51,76 + 4,42 ⋅ 1−0,6 + 13,7 ⋅ 67−0,5 − 3,63) = 

 
 = 4 (26,96 + 4,42 + 1,67 − 3,63) = 4 ⋅ 29,4 = 118; 

• в осевом направлении 
 
           τ1 = 10 Кс (F К∆

U
 + D Кλ

W
 + 13,7 Ка

−0,5 − 3,63) = 
 

             = 4 (1,91 ⋅ 11,51,76 + 4,7 ⋅ 1−0,6 + 13,7 ⋅ 67−0,5 − 3,63) = 4 ⋅ 143 = 572. 
 
Показатель тепловой инерции контактной термопары ε1, определяемый по соотношению (10.10), 

равен: 
• в радиальном направлении 
 

ε1 = τ1 (L1)2 / a1 = 118 ⋅ (0,4)2 ⋅ 10−6 / 5,3 ⋅ 10−6 = 3,6 с; 
 
• в осевом направлении  
 

ε1 = τ1 (L1)2 / a1 = 572 ⋅ (0,4)2 ⋅ 10−6 / 5,3 ⋅ 10−6 = 17,3 с. 
 

Динамическая погрешность измерения температур контактной термопарой, обусловленная теп-
ловой инерционностью, определяется по соотношению (10.9) и составляет: 

• в радиальном направлении  
 

∆tдин = ε1 b = 3,6 ⋅ 0,025 = 0,09 К; 
 
• в осевом направлении 
 



 

∆tдин = ε1 b = 17,3 ⋅ 0,025 = 0,43 К. 
 
При увеличении толщины изоляции в радиальном и осевом направлении до значений r2 = 2,5 мм; L2 

= 8 мм; ∆r = 2,3 мм; ∆ = 7,6 мм, симплексы примут следующие значения:  
 

Ка = 68;   К∆r = ∆r / L1 = 2,3 / 0,4 = 5,8;   К∆ = ∆ / L1 = 7,6 / 0,4 = 19. 
 
Соответственно τ1, ε1, ∆tдин, вычисленные по соотношениям (10.9) – (10.11) примут следующие зна-

чения:  
• в радиальном направлении 
 

         τ1 = 10 Кс (F К∆r
U

 + D Кλ
W

 + 13,7 Ка
−0,5 − 3,63) = 

 
            = 4 (1,91 ⋅ 5,81,76 + 4,42 ⋅ 1−0,6 + 13,7 ⋅ 68−0,5 − 3,63) = 4 ⋅ 44,6 = 178,4; 

 
ε1 = τ1 (L1)2 / a1 = 178,4 ⋅ (0,4)2 ⋅ 10−6 / 5,3 ⋅ 10−6 = 5,4 с; 

 
∆tдин = ε1 b = 5,4 ⋅ 0,025 = 0,13 К; 

• в осевом направлении 
 

τ1 = 10 Кс (F К∆
U

 + D Кλ
W

 + 13,7Ка
−0,5 − 3,63) = 

 
= 4 (1,91 ⋅ 191,76 + 4,42 ⋅ 1−0,6 + 13,7 ⋅ 68−0,5 − 3,63) = 4 ⋅ 342,6 = 1370. 

 
ε1 = τ1 (L1)2 / a1 = 1370 ⋅ (0,4)2 ⋅ 10−6 / 5,3 ⋅ 10−6 = 41,4 с. 

 
∆tдин = ε1 b = 41,4 ⋅ 0,025 = 1,03 К. 

 
Учитывая, что погрешность измерительного комплекта с контактными термопарами обычно отно-

сят к диапазону (рис. 7.8 и 7.9) контролируемых температур ∆tк = tк. max − tк. min = 60 − 20 = 40 °С, очевидно, 
что относительная максимальная погрешность динамической составляющей ∆t*дин определится из соотно-
шения ∆t*дин = ∆tдин. max / ∆tк = 1,03 / 40 =  
= 0,025 = 2,5 %.  

Выражения (10.9) – (10.11) дают возможность решить и обратную задачу: на стадии проектирова-
ния контактной термопары найти требуемую толщину теплоизолятора. Так, если задана допустимая ди-
намическая погрешность ∆tдин. доп (К) или ∆t*

дин. доп (%), известны условия эксплуатации и выбран мате-
риал теплоизолятора, то его минимально возможную толщину определяют по соотношению [59]: 

  
δдин = L1 [(0,1  τ1доп Кс

−1 − D Кλ
W

 − 13,7 Ка
−0,5 + 3,63) F−1]1/U.   (10.12) 

 
Так, если задать допустимую динамическую погрешность ∆tдин. доп =  

= 1 К, то при уже известных условиях эксплуатации, выбранном материале теплоизолятора, скорости 
изменения температуры в области упорядоченного теплового режима b ≈ 0,025 К/с показатель тепловой 
инерции контактной термопары ε1доп = ∆tдин. доп / b = 1 / 0,025 = 40 с.  

Безразмерный аналог термической инерции контактной термопары 
 

τ1доп = ε1доп a1 / (L1)2 = 40 ⋅ 5,3 ⋅ 10−6 / (0,4)2 ⋅ 10−6 = 1325. 
 
Минимально возможная толщина теплоизолятора контактной термопары, определяемая по соотно-

шению (10.12), составит  
 



 

 δдин = L1 [(0,1 τ1доп Кс
−1 − D Кλ

W
 − 13,7 Ка

−0,5 + 3,63) F−1]1/U = 
  
 
= 0,4 [(0,1 ⋅ 1325 ⋅ 0,4−1 − 4,42 ⋅ 1−0,215

 − 13,7 ⋅ 67− 0,5 + 3,63) ⋅ 1,91−1]1/1,76 = 
 
 
= 0,4 [(331 − 4,42 − 1,67 + 3,63) ⋅ 0,52] 0,57 = 0,4 [(328) ⋅ 0,52] 0,57 = 
 
 
= 0,4 [170,6] 0,57 = 0,4 ⋅ 18,72 = 7,5 мм. 
Анализ зависимостей (10.9) – (10.11) позволяет оценить влияние эксплуатационных и конструктив-

ных параметров на ∆tдин. Динамическая погрешность и инерционность контактной термопары в боль-
шей степени зависит от толщины тепловой изоляции, чем от ее теплопроводности. Так, пятикратное 
уменьшение Кλ увеличивает безразмерный аналог термической инерции контактной термопары τ1 в три 
раза, а такое же возрастание К∆r приводит к росту τ1 в 10 раз [59]. Влияние на динамические свойства 
контактной термопары изменения симплекса Ка ощутимо проявляется только при неэффективной изо-
ляции ТП от внешней среды и наиболее значительно для малых значений Ка. Так, уменьшение Ка от 300 
до 10 увеличивает безразмерный аналог термической инерции контактной термопары (при K∆ = 2, Кλ = 
10) на 40 %, а для контактной термопары с изоляцией, которая характеризуется параметрами K∆ = 10 и 
Кλ = 1, такое же изменение Ка ухудшает динамику только на 1 %. 

Приведенные исследования и расчеты статических и динамических погрешностей контактных тер-
мопар позволяют также вести проектирование измерительного комплекта (термоприемник и вторичный 
прибор) с заданными метрологическими характеристиками. Для этого необходимо выбрать материалы 
элементов теплоизолятора и термопары и определить их размеры, найти допустимые значения давления 
ТП на материал, подобрать соответствующий вторичный прибор. По быстродействию вторичные при-
боры существенно превосходят ТП и динамические свойства всего измерительного комплекта можно 
характеризовать показателем термической инерции термоприемника. 

Предельная погрешность измерения температуры всего измерительного комплекта определяется из 
соотношения 

  
∆tк = [(∆t*

дин)2
 + (∆tпр)2 ± (∆tст)2]0,5,                     (10.13) 

 
где ∆tпр − погрешность вторичного прибора, зависящая от класса точности вторичного прибора Кпр, 
 

∆tпр = 0,01 Кпр = 0,01 ⋅ 0,5 = 0,005. 
 
В выражении (10.13) ∆tст берется со знаком "+" при нагревании образца и со знаком "−" при его ох-

лаждении. 
Предельная погрешность измерения температуры всего измерительного комплекта с контактными 

термопарами, при максимальных статических и динамических погрешностях определяется из соотно-
шения (10.13): 

• при нагревании 
 

  ∆tк = [(∆t*
дин)2

 + (∆tпр)2 + (∆tст)2]0,5 = [(0,025)2
 + (0,005)2 + (0,014)2]0,5 = 

 
  
 = [(0,000625) + (0,000025) + (0,000196)]0,5 =  
  
 = [0,000846]0,5 = 0,029 = 2,9 %. 
 
• при охлаждении  
 

   ∆tк = [(∆t*
дин)2

 + (∆tпр)2 − (∆tст)2]0,5 = [(0,025)2
 + (0,005)2 − (0,014)2]0,5 = 



 

 
 = [(0,000625) + (0,000025) − (0,000196)]0,5 =  
 
 = [0,000454]0,5 = 0,021 = 2,1 %. 
 
Для того, чтобы свести к минимуму влияние погрешности вторичного прибора на результат изме-

рения, достаточно выбрать автоматический прибор определенной градуировки, удовлетворяющей усло-
вию ∆tпр ≤ 0,2 ∆tк. доп.  

 
10.4. МЕТРОЛОГИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ И  

ПОГРЕШНОСТИ СРЕДСТВ ИЗМЕРЕНИЯ  
ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 

 
Для определения и исследования теплофизических свойств (температуропроводности, теплоемкости, 

теплопроводности) веществ, материалов и изделий, может быть использован современный измерительный 
комплекс компании ОВЕН [30]. Обобщенная или функциональная схема ОВЕН включает следующие эле-
менты: измеритель ТРМ 138 с датчиками разного типа; блок обработки данных с логическими и выход-
ными устройствами; интерфейс связи RS–485 с адаптером интерфейса АС 3 [30].  

Структурную схему для определения и исследования теплофизических свойств веществ, материа-
лов и изделий можно представить в виде последовательного соединения нескольких элементов − звень-
ев (рис. 10.3). 

  
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.3. Структурная схема средств ОВЕН  

для измерения ТФС материалов 
Универсальный восьмиканальный измеритель-регулятор ТРМ 138 предназначен для измерения, ре-

гистрации и регулирования температуры, а также регистрации измеренных параметров на ЭВМ [30]. 

ТРМ 138 имеет восемь входов, к которым могут быть подключены датчики разного типа и любой кон-

фигурации, что позволяет одновременно измерять и контролировать несколько различных величин. Для 

измерения температуры по входам подключены датчики температур − термопары ТХК или термопре-

образователи сопротивления. Универсальный измеритель ТРМ 138 с термопарами ТХК(L) имеет диапа-

зон измерений −50…+ 750 °С, разрешающую способность 0,1 °С, предел основной приведенной погреш-

ности 0,25 %.  

Блок обработки данных предназначен для обработки входных сигналов, цифровой фильтрации, 

коррекции, масштабирования, вычисления дополнительных математических величин, индикации изме-

рительных параметров и формирования управляющих сигналов. Вычисленное или измеренное значение 

температуры подается на входы логических устройств (ЛУ) для дальнейшей обработки и выдачи управ-

ляющих сигналов. 

ЛУ регистрируют и выдают аналоговый сигнал в диапазоне  

4…20 мА, пропорциональный значению измеряемого параметра. Блок обработки данных ТРМ 138 
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включает в себя восемь ЛУ. К каждому ЛУ может быть подключено одно из восьми выходных уст-

ройств, порядковый номер которого задается при программировании.  

В приборе ТРМ 138 могут быть установлены в любой комбинации следующие выходные устройства 

(ВУ): ЦАП "параметр − ток 4…20 мА"; транзисторные оптопары 200 мА 40 В; семисторные оптопары 50 

мА 300 В. 

Интерфейс связи с ЭВМ предназначен для передачи данных и информации от прибора ТРМ 138 на 

компьютер, а также приема данных от компьютера к другим приборам, оснащенным таким же интер-

фейсом связи. В нашем случае прибор имеет встроенный двунаправленный интерфейс RS−485. Через 

этот интерфейс прибор может передавать текущее значение измеренных температур и состояния вход-

ных устройств. 

Адаптер интерфейса АС 3 предназначен для взаимного преобразования сигналов интерфейса 

RS−485 и подключения до 32 многоканальных приборов ТРМ 138, ТРМ 101, СИ 8, ПКП 1. 

Супервизорный контроль и сбор данных для определения теплофизических свойств веществ, 
материалов и изделий (температуропроводности, теплоемкости, теплопроводности) производится 
системой SCADA (Supervisory, Control and Data Acquisition). SCADA – система OWEN PROCESS 
MANAGER (OPM) – программное обеспечение, предназначенное для осуществления связи ПК (ЭВМ) с 
приборами ОВЕН, подключенными с помощью преобразователя интерфейса RS−485 OBEH AC 3 [30]. 

Система OPM используется для создания схемы технологических процессов на мониторе ПК и со-
хранения этой схемы на диске для последующего использования. Процесс сбора данных предусматри-
вает опрос всех приборов с периодичностью, отдельно задаваемой для каждого прибора, отображение 
результатов этого опроса, а также сохранение указанных пользователем значений в файлы протокола. 

OPM предоставляет следующие возможности: 
• регистрация на ПК через заданные промежутки времени данных с выбранных пользователем ка-

налов приборов; 
• отображение текущих показаний приборов в цифровом или графическом виде на экране ПК; 
• возможность просмотра архива измерений за любой промежуток времени в табличном и графи-

ческом виде с помощью подсистемы OWEN REPORT VIEWER (ORV). 
Организация интерфейса связи приборов с ПК проходит в следующей последовательности. При за-

пуске OPM тестирует рабочий компьютер и автоматически определяет свободные COM-порты, к кото-
рым через адаптер интерфейса могут быть подключены приборы OBEH. Информация о COM-портах 
выводится на экран ПК в главном окне программы. Выбор адаптера интерфейса зависит от типа интер-
фейса подключаемых приборов. К одному COM-порту возможно подключить только один адаптер ин-
терфейса. При необходимости увеличить количество отображаемых каналов на ПК следует установить 
дополнительные COM-порты. Максимальное количество COM-портов определяется характеристиками 
ПК. 

Для подключения приборов с интерфейсом RS−485 используется преобразователь RS−485 AC 3. 
Без использования средств усиления сигнала преобразователя АС З к нему можно подсоединять до 32 
приборов, с использованием усилителя – максимальное количество каналов отображения для одного 
порта составляет 256. 

 

Работа с программой SCADA [30] 
 

Настройка программы. При запуске OPM на экране появляется главное окно программы, в котором 
пользователь создает схему технологического процесса. Окно содержит панель управления и меню. При 
нажатой правой кнопки мыши всплывает меню настройки, в котором необходимо задать: 



 

• тип подключаемого адаптера интерфейса (добавить интерфейс); 
• подключаемые к адаптеру интерфейса приборы ОВЕН; 
• параметры опроса приборов компьютера (добавить прибор/ 

параметры опроса/частота опроса). 
Для приборов, подключаемых с помощью преобразователя интерфейса АС З, необходимо ука-

зать сетевой адрес подключенного прибора ОВЕН, который предварительно вводится в прибор при 
его программировании. 

При задании параметров опроса возможно либо задать частоту опроса прибора, либо задать посто-
янный опрос. В случае постоянного опроса прибор опрашивается с максимально возможной для данной 
системы "компьютер−интерфейс−приборы" частотой. Эта частота опроса зависит от мощности компью-
тера, количества приборов в сети, наличия помех в линиях и т.п. 

После записи конфигурации в файл необходимо запустить процесс, что возможно сделать либо из 
меню программы, либо кнопкой ► на панели инструментов. На экране главного окна будут отобра-
жаться все текущие значения измеряемых величин. Процесс, запущенный на исполнение, может быть в 
любой момент завершен или временно приостановлен. Изменения в схему процесса можно вносить 
только после его завершения. Измененную схему процесса можно сохранить под прежним или новым 
именем. 

Архивация и регистрация данных. Система OPM позволяет архивировать данные только тех кана-
лов подключенных приборов, которые указаны пользователем. Для этого в пяти дополнительных окнах 
программы создаются ссылки на выбранные каналы. Выбор одного из пяти окон осуществляется кноп-
ками 1 – 5 на панели инструментов. Значения, регистрируемые по заданным ссылкам, заносятся в файл 
архив. Частота архивации данных определяется пользователем для каждой ссылки отдельно. 

Просмотр файла архива осуществляется с помощью программы OWEN Report Viewer (ORV). Про-
грамма ORV позволяет открывать и просматривать файлы архива в табличном или графическом виде, а 
также конфигурировать отображение архивных данных для данного процесса.  

На рис. 10.4 показаны образцы материалов, выполненные в виде призмы квадратного сечения, куба, 
шара, стержня, а также просмотр файла на ЭВМ при определении температуропроводности красного 
кирпича в графическом виде. 

 
 

Рис. 10.4. Просмотр файла на ЭВМ  

при определении температуропроводности красного кирпича  

в графическом виде 

 



 

 

Пользователь может самостоятельно определять, какие из происшедших событий, зафиксирован-

ных в архивном файле, следует включать в отображаемые таблицы и графики. Можно также ограничи-

вать временные рамки отображаемых событий с тем, чтобы более подробно рассматривать отдельные 

эпизоды технологического процесса. Для последующей работы, вычисления ТФС материалов и обра-

ботки данных из архива, желательно их сохранение в форматах Access, FoxPro, Dbase или Excel. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
 
Теоретические основы технической теплофизики позволяют разрабатывать современные абсолют-

ные и относительные методы определения теплофизических свойств материалов. Математические мо-
дели тепловых процессов в физических объектах или исследуемых образцах позволяют с помощью не-
сложных математических расчетов и зависимостей адекватно описать физику процесса и решить техни-
ческие вопросы теплотехники и теплотехнологий.  

В настоящее время появляется тенденция проводить измерения таким образом, чтобы результаты этих 
измерений были двумерными показателями. Двумя компонентами такого двумерного вектора могут быть, 
например, температура на поверхности и в центре исследуемого тела, либо амплитуда и период температур-
ного сигнала. С другой стороны, сами измерения, например температуры на поверхности образца, содержат 
данные, которые могут описывать целый ряд других параметров. Предпринималось значительное число по-
пыток для отыскания таких видов преобразований первичных данных, которые обеспечивали бы зависи-
мость каждой составляющей только от одного или двух измеряемых параметров и нечувствительность к из-
мерениям других параметров. Иногда это удается сделать.  

Так был получен абсолютный метод определения коэффициента температуропроводности материалов, 
основанный на измерении температур на поверхности образца в двух точках (на ребре и середине грани 
призмы квадратного сечения). Причем, постановка опытов не требует измерений таких физических вели-
чин, как температура окружающей среды, коэффициент теплообмена, степень черноты, тепловой поток. 
Нет необходимости в создании чисто конвективной или чисто лучистой окружающей среды, что значитель-
но упрощает экспериментальные установки для исследования и определения температуропроводности ма-
териалов. 

Предложена методика, позволяющая установить начало наступления упорядоченной части теплового 
периода в телах различной формы (призма, куб, стержень, шар, пластина), а в призме квадратного сечения − 
по тепловым изменениям на поверхности. Разработаны научно-методологические основы комплексного оп-
ределения коэффициентов температуропроводности, теплопроводности и объемной теплоемкости материа-
лов по температурным измерениям на поверхности призмы квадратного сечения.  

Простота техники эксперимента позволяет проводить испытания непосредственно в условиях про-
изводства и тем самым координировать влияние технологических факторов на свойства готовых изде-
лий, экономичность их производства и тем самым оптимизировать энергосбережение на объектах аг-
рарно-промышленного комплекса и жилищно-коммунального хозяйства. 
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