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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

Студент-заочник специальности «Прикладная информатика (в областях)» во втором семестре обучения должен 
выполнить две контрольные работы по разделам математического анализа: «Функция одной переменной, её предел, 
дифференцируемость, исследование», «Функция нескольких переменных». 

Номер своего варианта каждый студент определяет по последней цифре номера своей зачётной книжки (номера 
учебного шифра студента). При этом цифра 0 соответствует варианту № 10. Например, если номер зачётной книжки 
студента 5312, то в каждой контрольной работе он выполняет 2-й вариант, т.е. решает задания 1.2, 2.2, 3.2 и т.д. 

Успешному выполнению контрольных работ способствует предварительное изучение соответствующего 
теоретического материала, указанного на страницах 9, 10. Найти теоретический материал можно в рекомендуемой 
литературе. 

Контрольные работы должны быть аккуратно оформлены, содержать достаточно подробные решения всех заданий с 
необходимыми к ним пояснениями и рисунками. Условие задания должно быть написано перед его выполнением. При 
оформлении контрольных работ следует сохранять нумерацию заданий, данную в варианте. Замена заданий другими не 
допускается. 

Примеры выполнения всех заданий контрольных работ представлены на страницах 11 – 22. 

 

П р и м е ч а н и е. Задания, помеченные звёздочкой, не предназначены для обязательного решения, но их наряду с 
остальными должны уметь выполнять студенты, претендующие на экзаменационные оценки «хорошо» и «отлично». 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 



К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  1  

ФУНКЦИЯ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ, ЕЁ ПРЕДЕЛ,  
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ, ИССЛЕДОВАНИЕ 

1. Найдите пределы функций, не пользуясь средствами дифференциального исчисления: 
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2. Найдите производные указанных функций: 
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3.* Составьте уравнения касательной и нормали к кривой, заданной уравнением )(xfy = , в точке ),( 000 yхМ : 
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4. Исследуйте методами дифференциального исчисления указанную функцию: 

а) на монотонность и экстремумы; 

б)* на выпуклость и вогнутость графика, и наличие у него асимптот. 

Используя полученные результаты и проведя дополнительные исследования, постройте график заданной функции.*  
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К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  2  

 
ФУНКЦИЯ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

1. Даны функция ),( yxzz =  и точка М (x 0 , y 0 ). Найдите: а) градиент данной функции в точке М; б)* производную 

этой функции в точке М по направлению вектора ОМ , где точка О – начало координат. 
 

1.1. ).3,5(,22 Mухz −=  1.2. ).1,1(),(arctg Mxyz =  

1.3. ).0,1(,sin2 Myxz =  1.4. ).1,1(, −−= Mxeyez yx  

1.5. ).4,3(),3ln( 22 −+= Myxz  1.6. ).1,1(,
322 −= + Mez yx  

1.7. ).1,2(),(arctg 22 −= Myxz  1.8. ).12,5(,1 22 Myxz ++=  
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−

+
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2. Исследуйте на экстремум функцию ),( yxzz = . 

2.1. 54562 22 −+−++= yxyxyxz . 2.2. xyxyxz 623 ++= . 

2.3. 342 223 +−+−= xxyxxz . 2.4. 568 33 +−+= xyxyz . 

2.5. xyyxz 933 −+= . 2.6. хууxz 93310 33 +−−= . 

2.7. xyxуz 2323 +−+= . 2.8. yxyxyxz 9622 −−++= . 

2.9. 5622 +−−= yxxyz . 2.10. 568 33 +−+= xyyxz . 

 
3. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции ),( yxzz =  в замкнутой области D, ограниченной заданными 

линиями: 
3.1. .0  ,3  ,2   :    ,22 ==+=−−= yyxxyDyxxyz  

3.2. .1  ,2  ,   :    ,
2

1 22 −===−+= xyxyDyxyxz  

3.3. .1  ,0  ,1 +  :    ,2 22 −===+−= yxyxDyxyxz  

3.4. .4  ,   :   ,23 22 ==+−= yxyDyxyxz  

3.5. .0  ,2  ,0   :    ,2 22 ==+=−−+= yyxxDyxyxyz  

3.6. .4,0  ,   :   ,3 ===−+= yxxyDxyуxz  

3.7. .0  ,3  ,3   :    ,232 22 ===−−+= xyxyDyyxyxz  

3.8. .1 ,  ,2   :    ,243 22 ===+−−= xxyxyDxyxxyz  

3.9. .0 ,4 ,4   :    ,23 2 ===−+−= xyxyDxyxxyz  

3.10. .0  ,2  ,   :    ,6223 2 ==+=−+−= yyxxyDxyxyxz  

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ 1 
 
1. Понятие функции одной переменной. График функции. Обратная и сложная функции. Элементарные и основные 

элементарные функции. Монотонные и ограниченные функции. 
2. Предел функции одной переменной в точке и на бесконечности. Понятия бесконечного предела функции в точке и 

при x ∞→ , одностороннего предела функции в точке. (К заданию 1). 
3. Бесконечно малые и бесконечно большие величины, их связь и основные свойства (к заданию 1). 
4.* Первый и второй замечательные пределы, их применение (к заданию 1). 

5. Свойства пределов. Неопределённости вида 
∞
∞

, 
0

0
, ∞1  и их раскрытие при нахождении пределов. (К заданию 1). 

6.* Непрерывность функций в точке и на промежутке. Односторонняя непрерывность функции в точке. (К заданию 4, 
б). 

7.* Классификация точек разрыва функции одной переменной (к заданию 4, б). 
8. Производная функции в точке. Её геометрический смысл. 
Связь дифференцируемости функции в точке с её непрерывностью. (К заданиям 2, 3). 



9. Производная суммы, разности, произведения и частного функций (к заданию 2). 
10. Производная сложной функции (к заданию 2). 
11. Таблица производных основных элементарных функций. Производная постоянной. (К заданию 2). 
12.* Уравнения касательной и нормали к графику функции в точке (к заданию 3). 
13. Производные высших порядков функций одной переменной (к заданию 4, б). 
14. Монотонность и экстремумы функций одной переменной (определения) (к заданию 4, а). 
15. Необходимое условие экстремума функции одной переменной и его обобщение (к заданию 4, а). 
16. Достаточное условие возрастания (убывания) функции на промежутке. Необходимое условие возрастания 

(убывания) функции на промежутке. (К заданию 4, а). 
17. Первый и второй достаточные признаки экстремума функции одной переменной (к заданию 4, а). 
18.* Выпуклость и вогнутость кривой, точки перегиба (определения). Необходимое условие точки перегиба. 

Достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика функции. Достаточный признак точки перегиба (К заданию 4, б). 
19.* Асимптоты графиков функций и их нахождение (к заданию 4, б). 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ 2 
 
1. Функция двух переменных, её график, предел и непрерывность в точке. Функция нескольких переменных. 
2. Частное и полное приращение функции двух переменных, её частные производные первого порядка, полный 

дифференциал. Дифференцируемость функции нескольких переменных. 
3.* Производная функции двух (и более) переменных по направлению (к заданию 1, б ). 
4. Градиент скалярного поля и его связь с производной по направлению этого поля (к заданию 1, а). 
5. Частные производные высших порядков функции нескольких переменных. 
Теорема о независимости смешанной производной от последовательности дифференцирования по разным переменным. 
6. Экстремум функции двух переменных (безусловный). Необходимые, достаточные условия экстремума (к заданию 2). 
7. Условный экстремум функции двух переменных и его нахождение в простейших случаях (к заданию 3). 
8. Наибольшее и наименьшее значения функции двух переменных в замкнутой области, их нахождение (к заданию 3). 
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ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 1 
 
1. Найдите пределы функций, не пользуясь средствами дифференциального исчисления: 
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Выполнение задания: 
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П р и м е ч а н и е. Раскрытие неопределённости вида 
∞
∞

 в примерах под буквами а, б, в достигается делением 

числителя и знаменателя дроби на переменную в старшей степени. 
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П р и м е ч а н и е. Неопределённость вида 
0
0

 в примере под буквой г устраняется после сокращения дроби на общий 

множитель числителя и знаменателя. 
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П р и м е ч а н и е. При нахождении пределов типа )()(mil
0

xv

хx
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→
, где 1)(mil
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=
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, неопределённость вида 

∞1  устраняется с использованием известного замечательного предела e
x

xx
=







 +
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1
1lim  или ( ) ех х

x
=+
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1

0
1lim , где е ≈ 2,7. В 

примере под буквой д преобразования выражения, предел которого находится, позволяют применить эти формулы. 
 
2. Найдите производные указанных функций: 
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Выполнение задания: 
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3.* Составьте уравнения касательной и нормали к кривой, заданной уравнением 2 5 4y x x= − + , в точке ( )10;10 −М . 

 

Выполнение задания: 

Уравнения касательной и нормали к графику функции ( )y f x=  в точке ( )00, yх  имеют соответственно вид 

( )( )0 0 0y y f x x x′− = −  и ( ) ( )0 0
0

1
y y x x

f x
− = − −

′ . 
Для решаемой задачи  

( )0 01, 10, 2 5,x y f x x′= − = = −  ( ) ( ) ( )0 1 2 1 5 7f x f′ ′= − = − − = − . 

Уравнение ( )10 7 1y x− = − +  или 7 3 0x y+ − =  является уравнением касательной, а уравнение ( )1
10 1

7
y x− = +  или 

7 71 0x y− + =  есть уравнение нормали к заданной кривой в указанной точке. 

4. Исследуйте методами дифференциального исчисления функцию 
( )

3

2
2 1

x
y

x
=

+
: 

а) на монотонность и экстремумы; 

б)*  на выпуклость и вогнутость графика, и наличие у него асимптот. 

Используя полученные результаты и проведя дополнительные исследования, постройте график заданной функции.*  

Выполнение задания: 
Область определения функции ( ) ( )∞+−∪−∞−∈ ,11,: xD . 

а) Исследование функции на монотонность и экстремумы: 
1) Находим 

( ) ( ) ( )
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( ) ( )( )
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хxxx
xy . 

2) В соответствии с необходимым признаком экстремума функции ищем критические точки (подозрительные на 
экстремум), т.е. те, в которых ( ) 0y x′ =

 
или ( )y x′

 
не существует. 

( ) 0y x′ =  при 1 0x = , 2 3x = − . Не существует  ( )y x′  при 1x = − , но 1x = −  не принадлежит области определения функции 

D, поэтому в ней не может достигаться экстремум. 
3) Разбиваем критическими точками область определения функции на промежутки и определяем знак ( )y x′  на каждом 

из них методом проб. Распределение знаков ( )y x′  изображаем на рис. 1. 

 

 
 

 
Рис. 1 

Далее применяем достаточный признак возрастания (убывания) функции на промежутке. 
Так как ( )y x′ > 0 при х < –3, а также при х > –1, то на промежутках (–∞, –3), (–1, +∞) функция возрастает. На интервале 

(–3, –1) ( )y x′ < 0, следовательно функция на нём убывает. На рисунке 1 возрастание или убывание функции на промежутках 

условно показано стрелками, направленными соответственно вверх или вниз. 
4) Применяем достаточный признак экстремума функции. Так как при переходе слева направо через точку х = –3 ( )y x′

 
меняет знак с плюса на минус, то в этой точке функция имеет максимум. 

( ) ( )
( )

3

2

3 27 3
3 3

8 82 3 1
y

−
− = = − = −

− +
. 

Точка 1x = −  не является точкой экстремума, так как не принадлежит области определения функции. 

б) Выявление промежутков выпуклости и вогнутости графика функции, точек перегиба: 

1) Находим 
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2) В соответствии с необходимым условием точки перегиба графика функции ищем точки подозрительные на перегиб, 

т.е. те, в которых ( ) 0y x′′ =  или ( )y x′′  не существует. 

( ) 0y x′′ =  при x = 0. Не существует ( )y x′′  при x = –1, но x = –1 не принадлежит области D. 

3) Разбиваем подозрительными на перегиб точками область определения функции на промежутки и определяем знак 

( )y x′′
 на каждом из них методом проб. Распределение знаков ( )y x′′  изображаем на рис. 2. 

 
 

 
Рис. 2 

 
Далее применяем достаточный признак выпуклости (вогнутости) графика функции на промежутке. 

Так как ( )y x′′ < 0 при х < –1, а также при –1 < х < 0, то на промежутках (–∞, –1), (–1, 0) график функции выпуклый. При 

х > 0 ( )y x′′ > 0, следовательно на промежутке (0, +∞) график функции вогнутый. На рис. 2 выпуклость или вогнутость 

графика функции на промежутках условно показана дугами. 
4) Выявляем точки перегиба графика функции с использованием достаточного признака. Так как при переходе слева 

направо через значение х = 0 ( )y x′′  меняет знак, то точка заданной кривой с абсциссой х = 0 является точкой перегиба. При 

этом ( )0 0y = . 

Нахождение асимптот графика функции: 
1) Исследуем поведение функции в окрестности точки разрыва x = –1. 

( )
3

21 0
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+
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+
, 

следовательно, в точке х = –1 заданная функция имеет бесконечный разрыв, значит х = –1 – уравнение вертикальной 

асимптоты. Уравнение наклонной асимптоты ищем в виде y = kx + b, где ( )
lim
x

f x
k

x→±∞
= , ( )( )lim

x
b f x kx
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Для решаемой задачи 
( ) ( ) ( ) ( )

3 2

2 2

1
lim lim

22 1 2 1x x
x x

x x
k

x x x→+∞ →+∞
→−∞ →−∞

= = =
+ +

, 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

233 3 3 2 2

2 2 2 2

1 2 2
lim lim lim lim 1

22 1 2 1 2 1 2 1x x x x
x x x x

x x xx x x x x x x x
b

x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

  − + − − − − −= − = = = = − 
 + + + +   

       ( ) ( )
3 3 3 2 2

2 2 2 2

2 2
lim lim lim lim 1

2 1 2 1 2 1 2 1x x x x
x x x x

x x x x x x x x

x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

− − − − −= − = = = = −
+ + + +
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уравнение наклонной асимптоты имеет вид 
1

1
2

y x= − . 

Дополнительные исследования для построения графика функции: 
1) Выявим, является ли функция чётной, нечётной или общего вида 

( ) ( )
( ) ( )

3 3

2 2
2 1 2 1

x x
y x

x x

−
− = = −

− + −
. 

Заданная функция есть функция общего вида (так как у(–х) ≠  у(х) и у(–х) ≠  –у(х)), её график не является 
симметричным ни относительно оси ординат, ни относительно начала координат. 

2) Находим пределы функции при х → +∞ и при х → –∞. 

( )
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2lim
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x

x→+∞
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3) Находим точки пересечения графика функции с координатными осями. 
В данном случае легко определить, что при х = 0 у = 0, а при у = 0 х = 0. 
График имеет одну точку пересечения с осями координат – (0; 0).  
С учётом всех приведённых выше исследований он изображён на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3 
 

ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 2 
 

1. Даны функция 22ln yxz +=  и точка ( )1,2−М . Найдите: 

а) градиент данной функции в точке М; 

б)* производную этой функции в точке М по направлению вектора ОМ , где точка О – начало координат. 
Выполнение задания: 
а) Градиент функции ( )yxzz ,=  в точке ( )yxМ ,  находится по формуле 

( ) ( ) ( )
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В точке М , т.е. при 2−=x  и 1=y  ( )
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Таким образом, ( )






−=

5

1
,

5

2
grad Mz . 

б) Производная функции ( )yxzz ,=  в точке ( )yxМ ,  в направлении вектора ОМ=l находится по формуле 

( ) ( ) ,coscos β
∂
∂+α

∂
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∂
∂

М
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M
x
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l
                                 (*) 

где αcos , βcos  – направляющие косинусы вектора ОМ=l . 

{ }1,2−=ОМ , ( ) 512 22 =+−=ОМ . 
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 (найдены в пункте «a»). 

Подставив в формулу (*) найденные значения, получим 
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О т в е т: ( )






−=

5

1
,

5

2
grad Mz , 

5

1
)( =

∂
∂

М
z
l

. 

 –3 
323−  

1
2

1 −= xy



 

2. Исследуйте на экстремум функцию 5622 33 +−+= xyyxz . 

Выполнение задания: 
1) Заданная функция определена при любых действительных значениях переменных x  и y  ( )Ryx ∈, . Находим её 

частные производные: 

yxzx 66 2 −=′ , xyzy 66 2 −=′ . 

2) В соответствии с необходимым признаком экстремума функции и с учётом того, что частные производные заданной 

функции определены при любых Ryx ∈, , ищем точки, подозрительные на экстремум, из системы 




=′
=′

0

,0

y

x

z

z
, которая для 

нашего случая имеет вид 
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066
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yx
. Эта система равносильна системе 
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Выразив из уравнения (1) переменную y  через x  и подставив в уравнение (2), перейдём к равносильной системе 







=−

=

)4(.0

)3(,
4

2

xx

xy
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 01011014 23 =−⇔=++−⇔=−⇔ xxxxxxxx  (так как 012 ≠++ xx ). 

Из последнего уравнения находим корни уравнения (4) 01 =x , 12 =x . Подставляя их поочерёдно в уравнение (3), 

получим 01 =y , 12 =y . 

Таким образом, заданная функция имеет две стационарные точки ( )0,01М  и ( )1,12М  (в них может достигаться 

экстремум). 
3) Для выявления, будут ли найденные стационарные точки 1М  и 2М  являться точками экстремума, применим 

достаточное условие экстремума функции в точке. Для этого найдём вторые частные производные заданной функции и 
обозначим их для удобства буквами CBA ,, : 

,12 Axzxx ==′′  

,6 Bzxy =−=′′  

.12 Cyzyy ==′′  

Составим выражение ( ) .1443612126 22 xyyxACB −=⋅−−=−  

В точке 1М , т.е. при 0=x  и 0=y  0362 >=− ACB , следовательно, эта точка не является точкой экстремума. В точке 

2М , т.е. при 1=x  и 1=y  0108144362 <−=−=− ACB , следовательно, в точке 2М  достигается экстремум, причём 

минимум, так как 012 >=A . 
Значение заданной функции в точке 2М   

( ) 3511612121,1 33
min =+⋅⋅−⋅+⋅=z . 

О т в е т: ( ) 31,1min =z . 

 

3 Найдите наименьшее и наибольшее значения функции yxxyyxz ++−+= 22  в замкнутой области D, ограниченной 

линиями 0=x , 0=y , 3−=+ yх . 

Выполнение задания: 
Заданная функция определена при любых действительных значениях переменных x  и 

y . Область D , ограниченная указанными линиями, изображена на рис. ( )AOB∆ . 

1) Нахождение критических точек заданной функции: 
Частные производные функции 12 +−=′ yxzx  и 12 +−=′ xyzy  определены при любых 

Ryx ∈, , поэтому критическими точками функции будут являться её стационарные точки, 

которые найдём из системы 





=+−
=+−

)2(.012

)1(,012

xy

yx

 
Выразив из уравнения (1) переменную y  через x  и подставив в уравнение (2), перейдём к равносильной системе 

( )



=+−+
+=

01122

,12

xx

xy

  
 или   





=+
+=

)4(.033

)3(,12

x

xy
 

Y 

X 

B 

A 



Из уравнения (4) 1−=x . Из уравнения (3) с учётом найденного значения x  1−=y . 

Итак, заданная функция имеет единственную стационарную точку ( )1,11 −−М , причём она принадлежит области D . 

(В точке 1М  может достигаться экстремум.) 

2) Нахождение критических (в данном случае только стационарных) точек заданной функции на границе области 
D: 

2.1. При 0=x  yyz += 2 . Тогда ( ) 12 +=′ yyz . ( ) 0=′ yz , если 012 =+y , откуда 
2

1−=y . 

Итак, в точке 






 −
2

1
,02М , принадлежащей границе области D , может достигаться условный экстремум. 

2.2. При 0=y  xxz += 2 . Тогда ( ) 12 +=′ xxz . ( ) 0=′ xz  при 
2

1−=x . Точка 






− 0,
2

1
3М , принадлежащая границе 

области D , может быть точкой условного экстремума. 
2.3. Из уравнения прямой 3−=+ yx  выразим переменную y  через x  и подставим в заданную функцию, получим, что 

при xy −−= 3  

( ) ( ) ( )xxxxxxz −−++−−−−−+= 333 22   

или 693 2 ++= xxz . 

( ) 96 +=′ xxz . 

( ) 0=′ xz , если 096 =+x , откуда 
2

3−=x . 

Тогда .
2

3

2

3
3 −=







−−−=y  

В точке 






 −−
2

3
,

2

3
4М , принадлежащей границе области D , может достигаться условный экстремум. 

3) Вычисление значений заданной функции в критических точках, найденных в пунктах 1, 2, а также в угловых 
точках области D и выбор наибольшего и наименьшего: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111111,1 22
1 −=−+−+−⋅−−−+−=−−z , 

4

1

2

1
0

2

1
0

2

1
0

2

1
,0

2
2

2 −=






−++






−⋅−






−+=






 −z , 

4

1
0,

2

1
3 −=







−z , 

4

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3
,

2

3
22

4 −=






−+






−+






−⋅






−−






−+






−=






 −−z , 

( ) 00,0 =Oz , 

( ) ( ) ( ) ( ) 60303030,3 22 =+−+⋅−−+−=−Az , 

( ) 63,0 =−Bz . 

Сравнивая эти значения, находим, что наибольшее из них равно 6 и достигается в точках ( )0,3−A , ( )3,0 −B , а 

наименьшее значение равно –1 и достигается в точке ( )1,11 −−M . 

 
П р и м е ч а н и е. Все найденные в пунктах 1, 2 точки желательно изобразить на координатной плоскости вместе с 

областью D . 
О т в е т: 6наиб =z  достигается в точках ( )0,3−A  и ( )3,0 −B , 1наим −=z  достигается в точке ( )1,11 −−M . 
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