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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
Как правило, краевая задача для уравнения с частными производ-

ными сводится к задаче Коши для дифференциального уравнения в 
банаховом пространстве. Этим обусловлена актуальность дальнейшего 
развития теории дифференциальных уравнений, в частности, вырож-
дающихся линейных дифференциальных уравнений в банаховом про-
странстве. С другой стороны, внутренние потребности развития такой 
теории давно превратили ее в самостоятельную область исследования. 

В данной книге в банаховом пространстве E изучается уравнение 
Эйлера второго порядка 

 

)()()()(2 tftxBtxAttxt =+′+′′ , ∞<< t0 ,                  (1) 
 

где A, B – линейные операторы, действующие в пространстве E; 
( )ECtf );,0[)( ∞∈ . При этом, в целях полноты картины для опера-

торных коэффициентов A и B рассмотрены два случая: A и B ограни-
чены; A и B неограничены. 

Везде в книге под решением уравнения (1) понимается его силь-
ное решение, т.е. дважды непрерывно дифференцируемая на полуоси 

),0( ∞ функция, удовлетворяющая уравнению (1). 

В книге находится методом малых стабилизирующих возмуще-
ний ограниченное в точке вырождения 0=t  решение уравнения (1).  

Метод малых стабилизирующих возмущений состоит в сле-
дующем. 

1. Рассматривается стабилизирующее, т.е. устраняющее вырож-
денность, возмущение уравнения (1) малым положительным парамет-
ром ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε . Возмущенное уравнение можно 

рассматривать уже для ∞<≤ t0  и ставить для него задачу Коши: 
 

)()()()()()( 2 tftxBtxAttxt =+′ε++′′ε+ εεε , ∞<≤ t0 ,            (2) 
 

0,)0( εε = xx ,  0,)0( εε ′=′ xx .                                    (3) 
 

2. Выясняются условия, при которых задача (2), (3) разрешима и 
находится ее решение. 

3. Находятся условия, при которых существует 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
,    ∞<< t0 .                                  (4) 

 

4. Выясняются условия, при которых предельная функция )(0 tx  

является решением уравнения (1). 
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Заменой переменной ε−ε= τet  задача (2), (3) сводится к стан-

дартной задаче Коши 
 

)()()()()( τ=τ+τ′−+τ′′ εεεε guBuIAu , ∞<τ≤0 , 
 

0,)0( εε = xu ,  0,)0( εε ′ε=′ xu , 
 

где ( )ε−ε=τ τ
εε exu ::)( , ( )ε−ε=τ τ

ε efg ::)( . 

Поэтому в первых двух главах книги найдено решение стандарт-
ной задачи Коши в виде, позволяющем обосновать предельный пере-
ход (4). 

Результаты, полученные для вырождающихся линейных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка в банаховом пространстве, 
изложены в работах [9], [12] – [17]. 

Нумерация формул внутри каждой главы книги двойная. Если в 
некоторой главе дается ссылка на формулу из другой главы, то ис-
пользуется тройная нумерация. Например, ссылка вида (II.1.3) означа-
ет ссылку на формулу (1.3) из главы II. 
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Г л а в а  I 
 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМИ 
ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

 
§ 1. Решение задачи Коши в терминах операторной экспоненты 

 
В банаховом пространстве E изучается задача Коши 

 

)()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , ∞<≤ t0 ,                     (1.1) 
 

0)0( uu = , 0)0( uu ′=′ ,                                      (1.2) 
 

где A, B )(EL∈ , )(EL – банахова алгебра ограниченных линейных опе-

раторов, действующих из E в E; ( )ECtf );,0[)( ∞∈ , ( )EC );,0[ ∞  – 

линейное пространство непрерывных функций, действующих из 
),0[ ∞  в E. 

Везде в дальнейшем под решением задачи (1.1), (1.2) понимается 
ее сильное решение, т.е. дважды непрерывно дифференцируемая на 
полуоси ),0[ ∞  функция, удовлетворяющая уравнению (1.1) и началь-

ным условиям (1.2). 
Рассмотрим характеристическое операторное уравнение 

 

OCB =+Λ+Λ2                                            (1.3) 
 

соответствующего однородного уравнения 
 

0)()()( =+′+′′ tuCtuBtu , ∞<≤ t0                            (1.4) 
 

(в записи (1.3) O – нулевой оператор). 
Вид характеристических операторов kΛ  уравнения (1.4), т.е. ре-

шений уравнения (1.3), определяется видом операторного дискрими-

нанта  ∆ .42 CB −=  

Операторный дискриминант ∆ называется позитивным, если 

∆ 

2F= ; негативным, если ∆ 

2F−= , где )(ELF ∈ , OF ≠ ; нулевым, 

если ∆ .O=  
В дальнейшем при доказательстве утверждений неоднократно бу-

дут использованы без дополнительных ссылок следующие соотноше-
ния для операторной экспоненты [3, с. 41]: 

 

Ie
t

tA =
=0

, 

где I – единичный оператор; 
 

ττ+ = AtAtA eee )( ; 
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( ) tAtA eAe =
′

; 
 

а также правило дифференцирования интеграла по параметру [8, с. 162] 
 

( )+ηηβηβ′=
′












η∫

ηβ

),()(),(
)(

0

gdssg [ ]
( )

0

( , )g s ds
β η

η
′η∫ , 

 

справедливое при условии, что ),( ηsg , [ ]( , )g s η
′η  непрерывны по 

),( ηs  и )(ηβ  непрерывно дифференцируема; в частности, 
 

+=
′












∫ ),(),(
0

ttgdstsg
t

[ ]
0

( , )
t

t
g s t ds′∫ . 

 

Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия: 

1) операторный дискриминант ∆ CB 42 −=  является позитивным, 

т.е. ∆ 2F= , где )(ELF ∈ , OF ≠ . 

2) FBBF = . 
Тогда задача (1.1), (1.2) имеет решение вида 

 

[ ] +τΛ−′τΛτ−Λ+Λ= ∫
t

duututtu
0

0101201 )()(exp)(exp)(exp)(  

 

[ ] dsdsfst
t st

∫ ∫











ττΛτ−−Λ+

−

0 0

12 )()(exp)(exp ,                 (1.5) 

 

где )(2 1
1 FB −−=Λ − , )(2 1

2 FB +−=Λ −  – характеристические опера-

торы уравнения (1.4). 
Доказательство. Заметим, что функция (1.5) удовлетворяет пер-

вому начальному условию 0)0( uu = .  

Из ограниченности операторов 1Λ , 2Λ  вытекает их замкнутость 

[11, с. 162]. Следовательно, при 2,1=k  
 

[ ] )()( thth kk ′Λ=′Λ  
 

при условии, что обе производные существуют; 
 

∫∫ ττΛ=ττΛ
b

a

k

b

a

k dhdh )()(  
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при условии, что оба интеграла существуют. Из условия 2) вытекает, 
что 

1221 ΛΛ=ΛΛ , 

следовательно, 
 

2112 )exp()exp( ΛΛ=ΛΛ tt ;  1221 )exp()exp( ΛΛ=ΛΛ tt . 
 

Запишем функцию (1.5) в виде 
 

)()()()( 21 tΙtΙtwtu ++= ,                                (1.6) 

где 

01 )exp()( uttw Λ= , 
 

[ ]∫ τΛ−′τΛτ−Λ=
t

duuttΙ

0

010121 ))(exp()(exp)( , 

 

[ ]∫ ∫











ττΛτ−−Λ=

−t st

dsdsfsttΙ

0 0

122 )()(exp)(exp)( . 

 

Тогда  
 

011 )(exp)( uttw ΛΛ=′ ;                                 (1.7) 
 

                +Λ−′Λ=′ )()exp()( 01011 uuttΙ  

+ [ ]∫ τΛ−′τΛτ−ΛΛ
t

duut
0

010122 ))(exp()(exp ;                (1.8) 

 

)(2 tI ′ [ ]2 2 1

0 0

( ) exp ( ) exp( ) ( )
t t s

t

t t s f s d ds
− ′ 

Ι = Λ − − τ Λ τ τ 
  

∫ ∫ ;        (1.9) 

 

    [ ]2 1

0

exp ( ) exp( ) ( )
t s

t

t s f s d
− ′ 

Λ − − τ Λ τ τ 
  
∫ [ ] +−Λ= )()(exp 1 sfst  

[ ]∫
−

ττΛτ−−ΛΛ+
st

dsfst
0

122 )()(exp)(exp .              (1.10) 

В силу (1.9), (1.10) 
 

,)()()( 3222 tΙtΙtΙ +Λ=′                               (1.11) 

где 

[ ] .)()(exp)(
0

13 ∫ −Λ=
t

dssfsttΙ  
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В силу (1.6) – (1.8), (1.11) 
 

)()()()exp()( 3221201 tΙtΙtΙuttu +Λ+Λ+′Λ=′ . 
 

Прибавляя и вычитая в правой части последнего равенства выра-
жение )(2 twΛ и учитывая представление (1.6), получаем 

 

)()()()exp()( 320201 tΙtuuuttu +Λ+Λ−′Λ=′ .              (1.12) 
 

Из (1.12) видно, что функция (1.5) удовлетворяет второму на-
чальному условию 0)0( uu ′=′ . Далее,  

 

)()()()exp()( 3202011 tΙtuuuttu ′+′Λ+Λ−′ΛΛ=′′ .           (1.13) 
 

Заметим, что  
 

)()()( 313 tΙtftΙ Λ+=′ .                                 (1.14) 
 

В силу (1.12) – (1.14) 
 

[ −′Λ+ΛΛ+Λ+Λ+=′′ 0211321 )()exp()()()()( uttΙtftu  
 

                   ] )()( 2
20221 tuu Λ+ΛΛ+Λ− . 

 

Используя равенство B−=Λ+Λ 21 , получаем 
 

)()exp()()()()( 0021
2
23 uBuBttutΙBtftu ′−ΛΛ+Λ+−=′′ .   (1.15) 

 

В силу условия 2) 
 

BB 11 Λ=Λ , BB 22 Λ=Λ . 
 

Тогда, используя равенства (1.12), (1.15), получаем 
 

            +Λ+−=+′+′′ )()()()()()( 2
23 tutΙBtftuCtuBtu  

 

+Λ++′−ΛΛ+ )()()()exp( 230021 tuBtΙBuBuBt  
 

)()()exp( 0201 tuCuBuBt +Λ−′Λ+ ( ) )()()( 2
2
2 tftuCBtf =+Λ+Λ+= , 

 

так как OCB =+Λ+Λ 2
2
2 . Получили: )()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , т.е. 

функция (1.5) является решением уравнения (1.1). 
Из формулы (1.15) следует, в силу непрерывности )(tf , )(3 tΙ , 

)(tu , что ( )ECtu );,0[)( ∞∈′′ , т.е. ( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ , где 

( )EC );,0[2 ∞  – линейное пространство дважды непрерывно дифферен-

цируемых функций, действующих из ),0[ ∞  в E. Теорема 1.1 доказана. 
В дальнейшем неоднократно будет использовано правило диффе-

ренцирования композиции операторной и векторной функций [11, с. 144]: 

[ ] )()()()()()( tgtAtgtAtgtA ′+′=′ .                      (1.16) 
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Теорема 1.2. Пусть операторный дискриминант ∆ CB 42 −=  ра-
вен нулю. Тогда задача (1.1), (1.2) имеет решение вида 

 

[ ] [ ]∫ −−Λ+Λ−′+Λ=
t

dssfststtuuuttu
0

000000 )()()(exp)()(exp)( , (1.17) 

 

где B1
0 2−−=Λ  – характеристический оператор уравнения (1.4). 

Доказательство. Из (1.17) видно, что функция )(tu  удовлетворя-

ет первому начальному условию 0)0( uu = . Далее, 
 

[ ] +Λ−′Λ+Λ−′+ΛΛ=′ )()exp()()exp()( 0000000000 uuttuuuttu  
 

    [ ] [ ][ ]∫ −Λ+−−ΛΛ+
t

dssfstsfstst
0

000 )()(exp)()()(exp , 

или 
)()()()exp()( 00000 tΙtuuuttu +Λ+Λ−′Λ=′ ,              (1.18) 

где                              [ ]∫ −Λ=
t

dssfsttΙ
0

0 .)()(exp)(  

 

Из равенства (1.18) видно, что функция (1.17) удовлетворяет вто-
рому начальному условию 0)0( uu ′=′ . Далее, 

 

)()()()exp()( 000000 tΙtuuuttu ′+′Λ+Λ−′ΛΛ=′′ .        (1.19) 
 

Имеем 
 

)()()( 0 tΙtftΙ Λ+=′ .                                 (1.20) 
 

В силу (1.18) – (1.20) 
 

)()()exp(2)(2)()( 2
0000000 tuuuttΙtftu Λ+Λ−′ΛΛ+Λ+=′′  

 

или в силу равенства B−=Λ02  
 

)()exp()()()()( 0000
2
0 uutBtutΙBtftu Λ−′Λ−Λ+−=′′ .      (1.21) 

 

Используя равенства (1.18), (1.21), получаем 
 

−Λ+−=+′+′′ )()()()()()( 2
0 tutΙBtftuCtuBtu +Λ−′Λ )()exp( 0000 uutB  

 

                      =++Λ+Λ−′Λ+ )()()()()exp( 00000 tuCtΙBtuBuutB  

 

                     ( ) )()()( 0
2
0 tftuCBtf =+Λ+Λ+= , 

так как OCB =+Λ+Λ 0
2
0 . Получили )()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , т.е. 

функция (1.17) является решением уравнения (1.1). 
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Из формулы (1.21) следует, в силу непрерывности )(tf , )(tΙ , 

)(tu , что ( )ECtu );,0[)( ∞∈′′ , т.е. ( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ . Теорема 1.2 

доказана. 
В случае негативного операторного дискриминанта решение за-

дачи (1.1), (1.2) построено в [24]. Здесь это решение не приводится по 
той причине, что оно не используется в дальнейшем. 

 
§ 2. Решение задачи Коши в терминах косинус и синус 

оператор-функций 
 

Найдем решение задачи (1.1), (1.2) в терминах косинус и синус 
оператор-функций. Пусть выполнены условия 1), 2) теоремы 1.1. Рас-
смотрим косинус-оператор-функцию с производящим оператором 

2
1 )4/1()4/1( F=∆=∆ : 














+=







=
− tFtF

eeFtCtC 2

1

2

1
2

2

1

4

1
,)(                        (2.1) 

и ассоциированную с ней синус-оператор-функцию 

∫ ττ=






=
t

dCFtStS
0

2 )(
4

1
,)( .                               (2.2) 

Из формул (2.1), (2.2) следует, что 
 

IC =)0( , OS =)0( ;                                       (2.3) 
 

)(
4

1
)( 2 tSFtC =′ , )()( tCtS =′ ;                              (2.4) 

 

)(
4

1
)( 2 tCFtC =′′ , )(

4

1
)( 2 tSFtS =′′ .                         (2.5) 

 

Докажем, например, первую из формул в (2.4). Имеем 
 

=












−=













−=′

−− tFtFtFtF

eeFeFeFtC 2

1

2

1

2

1

2

1

4

1

2

1
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1
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1
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0

2

0

2

1
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1

tSFdCFdeFeFF
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+= ∫∫

τ−τ
. 



12 

Получили )(
4

1
)( 2 tSFtC =′ . Остальные из указанных формул оче-

видны. 
Теорема 2.1. При выполнении условий 1), 2) теоремы 1.1 задача 

(1.1), (1.2) имеет решение вида 
 

+














 +′+






−= 000
2

1
)()(

2

1
exp)( uButSutCtBtu  

 

∫ ττ






 τ−−τ−+
t

dftBtS
0

)()(
2

1
exp)( .                          (2.6) 

 

Доказательство. В силу (2.3) функция (2.6) удовлетворяет пер-
вому начальному условию 0)0( uu = . Запишем (2.6) в виде 

 














τττ−+







 +′+= ∫
τ− t BtB

dfetSuButSutCetu
0

2

1

000
2

1

)()(
2

1
)()()( . 

 

Получаем 
 

+













τττ−+







 +′+−=′ ∫
τ− t

BtB
dfetSuButSutCeBtu

0

2
1

000
2
1

)()(
2

1
)()(

2

1
)(  

 














τττ−′+







 +′′+′+ ∫
τ− t

BtB
dfetSuButSutCe

0

2
1

000
2
1

)()(
2

1
)()(  

 

или 
 





+






 +′′+′+−=′
−

000
2

1

2

1
)()()(

2

1
)( uButSutCetuBtu

tB
 

 







τττ−′+ ∫

τt
B

dfetS
0

2
1

)()( .                               (2.7) 

 

В силу (2.3), (2.4) 
 

OC =′ )0( , IS =′ )0( .                                   (2.8) 
 

Из (2.7), (2.8) видно, что функция (2.6) удовлетворяет второму 
начальному условию 0)0( uu ′=′ . 

Исходя из формулы (2.7) получаем 
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+






 +′′+′−′−=′′
−

000
2

1

2

1
)()(

2

1
)(

2

1
)( uButSutCeBtuBtu

tB
 

  +










 +′′′+′′+






τττ−′+

−τ

∫ 000
2
1

0

2
1

2

1
)()()()( uButSutCedfetS

tB
t

B
 







τττ−′′++ ∫

τt
BtB

dfetStfe
0

2
1

2
1

)()()( .                                           (2.9) 

 

Вычитая и прибавляя в правой части равенства (2.9) выражение 

,)()4/1( 2 tuB  а также используя равенства (2.5) и замкнутость операто-

ра 2F , имеем 
 

[






+′+−−−′−=′′

−
0
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1

2 )()(
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1

2

1
)(
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1
)(
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1
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τt

B
dfetSuButS

0

2
1

00 )()(
2

1
)(  
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τττ−++ ∫

τt
BtB

dfetSFtfe
0

2
1

22
1

)()(
4

1
)(  

 

=++′−−′−= )(
4

1
)()(

2

1
)(

4

1
)(

2

1 22 tuFtftuBtuBtuB  
 

( ) )()()()(
4

1
)()( 22 tuCtuBtftuBFtuBtf −′−=−+′−= . 

 

Получили равенство 
 

)()()()( tuCtuBtftu −′−=′′                           (2.10) 
 

или )()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , т.е. функция (2.6) является решением 
уравнения (1.1). 

Из формулы (2.10) следует, в силу непрерывности )(tf , )(tu , 

)(tu′ , что ( )ECtu );,0[)( ∞∈′′ , т.е. ( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ . Теорема 2.1 
доказана. 
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Г л а в а  II 
 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ  
С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ ОПЕРАТОРНЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

 
§ 1. Решение задачи Коши в терминах полугрупп 

 

В банаховом пространстве E изучается задача Коши 
 

)()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , ∞<≤ t0 ,                    (1.1) 
 

0)0( uu = , 0)0( uu ′=′ ,                                     (1.2) 
 

где ( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; )(, ENCB ∈ , )(EN  – множество замкнутых 
неограниченных линейных операторов, действующих из E в E, с плот-
ными в E областями определения. 

Как и в главе I, под решением задачи (1.1), (1.2) понимается ее 
сильное решение. 

Рассмотрим операторный дискриминант ∆ CB 42 −= . Заметим, 

что )()()( 2 CDBDD ∩=∆ . 
Пусть выполнены следующие условия: 

1) ∆ ,2F=  где F – некоторый оператор из )(EN ; 

2) характеристические операторы )()2/1(2,1 FB m−=Λ  являются 

производящими операторами полугрупп )(1 tU и )(2 tU  класса 0C ; 

3) xFBxBF = , )( 2Λ∈ Dx , где =Λ=Λ=Λ )()(::)( 2
2

2
1

2 DDD  

)()()()()()( 2
1221 FBDBFDCDBDDD ∩∩∩=ΛΛ=ΛΛ= ; 

4) )()( 2Λ∈ Dtf  при каждом ),0[ ∞∈t ; 

5) )(tfB , )(tfF , )(2 tfB , )(tfBF , ( )ECtfC );,0[)( ∞∈ ; 

6) 10 Du ∈ , )( 2
0 Λ∈′ Du , где 

 

)()()()()( 2
1 FCDFBDBFDCBDBDD ∩∩∩∩= . 

 

Теорема 1.1. При выполнении условий 1) – 6) задача (1.1), (1.2) 
имеет решение вида 

+τΛ−′ττ−+= ∫
t

duuUtUutUtu
0

0101201 )()()()()(  

dsdsfUstU
t st

∫ ∫











τττ−−+

−

0 0

12 )()()( .                        (1.3) 
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Перед доказательством теоремы 1.1 сделаем несколько замеча-
ний, которые понадобятся в дальнейшем. 

В силу условия 3) справедливы соотношения 
 

( ) 02 =+Λ+Λ xCB kk , )( 2Λ∈ Dx ; 2,1=k ;                   (1.4) 
 

xCxx =ΛΛ=ΛΛ 1221 , )( 2Λ∈ Dx .                           (1.5)  
 

Из вида операторов 21, ΛΛ  следует равенство  
 

xBx −=Λ+Λ )( 21 , )( Λ∈ Dx ,                                (1.6) 

где  
)()()()(::)( 21 FDBDDDD ∩=Λ=Λ=Λ . 

 

В силу условия 2) имеем при 2,1=k  [4, с. 17] 
 

IU k =)0( ,                                               (1.7) 
 

)()( Λ∈ DxtU k , ),0[ ∞∈t , 
 

xtUxtU kkk )()( Λ=′ xtU kk Λ= )( , )( Λ∈∀ Dx ,   
 

кроме того, ED =Λ)(  и операторы 21, ΛΛ  замкнуты. 

В силу условий 3) – 5) справедливо включение 
( )ECtfBF );,0[)( ∞∈  и из условия 5) следует, что 

 

( )ECtfq
j

p
i );,0[)( ∞∈ΛΛ ; 2,1 ≤≤ ji ; 2,0 ≤≤ qp ; 21 ≤+≤ qp  (1.9) 

 

 (по определению, Ik =Λ0 , 2,1=k ).  

Пусть ( ))();,0[ΦΦ EL∞=  – множество оператор-функций 

)(tA действительного переменного ),0[ ∞∈t  со значениями в )(EL . 

Рассмотрим семейство сильно непрерывных по ),0[ ∞∈t  на про-

странстве E функций: 
 

{ ( )ECxtAtAE );,0[)(|Φ )(Φ0 ∞∈∈=  при каждом }Ex ∈ . 
 

В силу условия 2) справедливо включение 
 

0Φ)( Ek tU ∈ ; 2,1=k .                                 (1.10) 
 

Ниже неоднократно будет использован без дополнительных ого-

ворок следующий факт: если 0Φ)( EtA ∈ , ( )ECtg );,0[)( ∞∈ , то 

( )ECtgtA );,0[)()( ∞∈ , т.е. композиция сильно непрерывной опера-

торнозначной функции и непрерывной векторнозначной функции яв-
ляется непрерывной функцией [8, с. 21]. 

(1.8)
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Замечание 1.1. В силу (1.8), (1.10) справедливо включение 
 

( )ECxtU k );,0[)( 1 ∞∈ ,  )( Λ∈∀ Dx ;  2,1=k . 
 

В дальнейшем потребуются следующие вспомогательные утвер-
ждения. 

Лемма 1.1. При выполнении условий 1) – 3) справедливо соот-
ношение 

 

ytUytU 2112 )()( Λ=Λ ,  )( Λ∈ Dy .                     (1.11) 
 

Доказательство. Покажем вначале, что  
 

xtUxtU 2112 )()( Λ=Λ ,  )( 2Λ∈ Dx ,                     (1.12) 
 

для чего достаточно установить, что  
 

xFtUxtUF )()( 11 = ,  )( 2Λ∈ Dx ,                        (1.13) 
 

ибо формула (1.12) следует из (1.13) в силу равенства F+Λ=Λ 12  и 

соотношения (см. (1.8) )  
 

xtUxtU 1111 )()( Λ=Λ ,  )(Λ∈ Dx .                        (1.14) 
 

Покажем справедливость (1.13). По условию 2) 1Λ является про-

изводящим оператором полугруппы )(1 tU  класса 0C . Известно [8, с. 61], 

что производящий оператор полугруппы класса 0C  для всех λ  с дос-

таточно большой вещественной частью имеет резольвенту и справед-
ливо представление 

 
 

∫
∞+σ

∞−σ
Λ

λ λλ
π

−=
i

i

t dyRe
i

ytU )(  
2

1
)(

11 , )(Λ∈ Dy ,               (1.15) 

 
 

где 1
1 )()(

1

−
Λ λ−Λ=λ IR . Если )( Λ∈ Dy , то в силу (1.8) 

)()(1 Λ∈ DytU , следовательно, )()(1 FDytU ∈ . Тогда, используя фор-

мулу (1.15) и замкнутость оператора F, получаем соотношение 
 

∫
∞+σ

∞−σ
Λ

λ λλ
π

−=
i

i

t dyRFe
i

ytUF )(  
2

1
)(

11 , )(Λ∈ Dy .         (1.16) 

 

Покажем, что 
 

yFRyRF )()(
11

λ=λ ΛΛ , )(Λ∈ Dy .                       (1.17) 
 

Пусть IH λ−Λ= 1 , тогда )(
1

1 λ= Λ
− RH . В силу условия 3) 
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xFHxHF = , )( 2Λ∈ Dx .                             (1.18) 
 

Пусть )()( 1Λ=Λ∈ DDy . Тогда )()( 22
1

1 Λ=Λ∈− DDyH , ибо 

[ ] =ΛλΛ )()( 11
DR )( 2

1ΛD  [8, с. 30]. Используя соотношение (1.18),  

получаем 
 

            === −−−−− ])([])([ 11111 yHHFHyHFHHyHF  
 

yFHyHHFH 111 ])([ −−− == . 
 

Соотношение (1.17) установлено. В силу (1.16), (1.17) 
 

∫
∞+σ

∞−σ
Λ

λ λλ
π

−=
i

i

t dyFRe
i

ytUF )(  
2

1
)(

11 , )(Λ∈ Dy .     (1.19) 

 

Пусть )( 2Λ∈ Dx , тогда )( Λ∈ Dx , )( Λ∈ DxF  и в силу (1.15), 

(1.19) 

xFtUdxFRe
i

xtUF
i

i

t )()(  
2

1
)( 11 1

=λλ
π

−= ∫
∞+σ

∞−σ
Λ

λ , 

 

т.е. имеет место равенство (1.13). Соотношение (1.12) доказано. 
Пусть )(Λ∈ Dy . Известно [8, с. 60], что область определения лю-

бой положительной степени производящего оператора полугруппы 

класса 0C  плотна в E, в частности, )()( 22
1 Λ=Λ DD  плотна в E. Следо-

вательно, существует последовательность )(}{ 2Λ⊂ Dxn  такая, что 

yxn
n

=
∞→

lim . В силу (1.12) 
 

nn xtUxtU 2112 )()( Λ=Λ , N∈n .                        (1.20) 
 

Учитывая замкнутость оператора ,2Λ  замкнутость )(tU  при ка-

ждом ),0[ ∞∈t  как ограниченного оператора и тот факт, что для замк-

нутого оператора знак оператора и знак предела можно менять места-
ми, и переходя в равенстве (1.20) к пределу при ,∞→n  получаем со-
отношение (1.11). Лемма 1.1 доказана. 

В силу равенства 12Λ−−= FB  и соотношений (1.13), (1.14) 
 

xBtUxtUB )()( 11 = , )( 2Λ∈ Dx ,                         (1.21) 
 

откуда следует в силу плотности )( 2ΛD  в E и замкнутости операто- 

ров B, )(1 tU соотношение 
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xBtUxtUB )()( 11 = , )(Λ∈ Dx .                         (1.22) 
 

Аналогично, из равенства (1.13) следует, что 
 

xFtUxtUF )()( 11 = , )(Λ∈ Dx .                        (1.23) 
 

Используя равенство )()4/1( 22 FBC −=  и соотношения (1.22), 

(1.23), приходим к формуле вида 
 

xCtUxtUC )()( 11 = , )( 2Λ∈ Dx .                        (1.24) 
 

Пусть )(Λ∈ Dx , x  фиксирован. Рассмотрим функцию действи-

тельного переменного ),0[ ∞∈t  вида  
 

∫ τττ−=
t

dxUtUxtΙ

0

121 )()(),( . 

 

Лемма 1.2. При любом фиксированном )(Λ∈ Dx  справедливы 

соотношения 
 

( )ECxtΙ );,0[),( 1
1 ∞∈ ,                               (1.25) 

 

.),()(),( 2111 xtΙxtUxtΙ Λ+=′                             (1.26) 
 

Доказательство. В силу включения (1.10) подынтегральная 
функция xUtUtg )()(),( 121 ττ−=τ  непрерывна по ),( tτ . В силу (1.8) 

справедливо включение xU )(1 τ )(Λ∈ D  при каждом ],0[ t∈τ  и 

[ ]1( , )
t

g t ′τ = xUtU )()( 122 τΛτ−  или в силу (1.11) [ ]1( , )
t

g t ′τ =  

xUtU 212 )()( Λττ−= , откуда видно в силу (1.10), что производная 

[ ]1( , )
t

g t ′τ  непрерывна по ),( tτ . Следовательно, можно применить 

правило дифференцирования интеграла по параметру. Учитывая ра-
венство IU =)0(2  (см. (1.7)), получаем 

 

),()()()()(),( 211

0

21211 xtΙxtUdxUtUxtUxtΙ

t

Λ+=τΛττ−+=′ ∫ , 

 

т.е. получили формулу (1.26), из которой видно, что справедливо 
включение (1.25), ибо в силу (1.10) оба слагаемых в правой части по-
следней формулы непрерывны по t. Лемма 1.2 доказана. 

В силу (1.8), (1.11) и замкнутости оператора 2Λ  формулу (1.26) 

можно записать в виде 
 

),()(),( 1211 xtΙxtUxtΙ Λ+=′ .                           (1.27) 
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Пусть { ( ) )()(|);,0[ )( Λ∈∞∈=Ω DshECsh  при каж-

дом ),0[ ∞∈s ; ( ) }2,1 ,);,0[)( =∞∈Λ kECshk . Рассмотрим для фик-

сированной функции Ω∈)(sh  две функции действительного перемен-

ного ),0[ ∞∈t вида 
 

dsdshUstUshtΙ

t st

∫ ∫











τττ−−=

−

0 0

122 )()()())(,( , 

 

∫ −=
t

dsshstUshtΙ

0

13 )()())(,( . 

 

Лемма 1.3. При любой фиксированной функции Ω∈)(sh  спра-

ведливы соотношения 
 

( )ECsht,  ΙshtΙ );,0[))(,())(,( 1
32 ∞∈ ,                 (1.28) 

 

))(,())(,())(,( 3222 shtΙshtΙshtΙ +Λ=′ ,                 (1.29) 
 

)())(,())(,( 133 thshtΙshtΙ +Λ=′ .                       (1.30) 
 

Доказательство. В силу включения (1.10) и непрерывности 
функции )(sh  подынтегральная функция 

 

∫
−

τττ−−=
st

dshUstUtsg
0

1221 )()()(),(  

 

непрерывна по ),( ts как интеграл с переменным верхним пределом от 

непрерывной функции. При фиксированном значении s подынтеграль-
ная функция )()()(),( 1222 shUstUtg ττ−−=τ  непрерывна по ),( tτ в 

силу (1.10). 
По условию )()( Λ∈ Dsh , следовательно, в силу (1.8) справедливо 

включение )()()(1 Λ∈τ DshU  и [ ] =′τ ttg ),(22  )()()( 122 shUstU τΛτ−−  

или в силу (1.11) [ ] =′τ ttg ),(22  )()()( 212 shUstU Λττ−− , откуда видно 

в силу (1.10), что производная [ ]22( , )
t

g t ′τ  непрерывна по ),( tτ . Следо-

вательно, 
 

[ ] ′
ttsg ),(21 )()()()()( 1

0

212 shstUdshUstU
st

−+τΛττ−−= ∫
−

,    (1.31) 
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откуда видно, что производная [ ] ′
ttsg ),(21  непрерывна по ),( ts  как 

интеграл с переменным верхним пределом от непрерывной функции, 
ибо подынтегральная функция в формуле (1.31) непрерывна по ),( ts  

в силу включения (1.10) и непрерывности функции )(2 shΛ . Следо- 

вательно, 
 

+











τΛττ−−=′ ∫ ∫

−

dsdshUstUshtΙ

t st

0 0

2122 )()()())(,(  

∫ −+
t

dsshstU
0

1 )()( ))(,())(,( 322 shtΙshtΙ +Λ= ,   (1.32) 

 

т.е. справедлива формула (1.29). Из (1.32) видно, что справедливо пер-
вое из включений (1.28), ибо каждое слагаемое в правой части равен-
ства (1.32) непрерывно по t как интеграл с переменным верхним пре-
делом от непрерывной функции. 

Докажем формулу (1.30). В силу включения (1.10) и непрерывно-
сти функции )(sh  подынтегральная функция )()(),( 13 shstUtsg −=  

непрерывна по ),( ts . По условию )()( Λ∈ Dsh , следовательно, в силу 

(1.8) справедлива формула [ ]3( , )
t

g s t ′ = )()( 11 shstU Λ− , откуда видно 

в силу (1.10) и непрерывности функции )(1 shΛ , что производная 

[ ]3( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . Тогда, используя (1.7) при 1=k , по-

лучаем соотношение 
 

)())(,()()()())(,( 13

0

113 thshtΙthdsshstUshtΙ

t

+Λ=+Λ−=′ ∫ , 

 

т.е. справедлива формула (1.30), из которой видно, что справедливо 
второе из включений (1.28). Лемма 1.3 доказана. 

В силу (1.8), (1.11) и замкнутости операторов 21, ΛΛ  формулы 

(1.29), (1.30) можно записать в виде 
 
 

))(,())(,())(,( 3222 shtΙshtΙshtΙ +Λ=′ ,                   (1.33) 
 
 

)())(,())(,( 313 thshtΙshtΙ +Λ=′ .                         (1.34) 
 
 

Доказательство теоремы 1.1. В силу (1.7) при 1=k  функция 
(1.3) удовлетворяет первому начальному условию 0)0( uu = . По усло-

вию теоремы 
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10 Du ∈ , )( 2
0 Λ∈′ Du .                             (1.35) 

 

В силу (1.35) и включения )( 2
1 Λ⊂ DD  

 

)( 2
0 Λ∈ Du ,                                     (1.36) 

 

и в силу включения )()( 2 Λ⊂Λ DD   
 

,0u  )(0 Λ∈′ Du .                                  (1.37) 
 

Покажем, что функция (1.3) является решением уравнения (1.1). 
Используя введенные выше обозначения, запишем ее в виде 

 

))(,(),()()( 2010101 sftΙuutΙutUtu +Λ−′+= .              (1.38) 
 

В силу (1.8), (1.37) 
 

01101 )()( utUutU Λ=′ .                             (1.39) 
 

В силу (1.36), (1.37) справедливо включение )(010 Λ∈Λ−′ Duu , 

следовательно, по формуле (1.26) 
 

),()()(),( 01202101010101 uutΙuutUuutΙ ΛΛ−′Λ+Λ−′=Λ−′′  
 

или в силу (1.5), (1.36) 
 

),()()(),( 002101010101 uCutΙuutUuutΙ −′Λ+Λ−′=Λ−′′ .      (1.40) 
 

В силу условия 4) и соотношения (1.9) справедливо включение 
Ω∈)(sf , следовательно, по формуле (1.29) 

 

))(,())(,())(,( 3222 sftΙsftΙsftΙ +Λ=′ .                  (1.41) 
 

В силу (1.38) – (1.41) 
 

))(,())(,(),()()( 322002101 sftΙsftΙuCutΙutUtu +Λ+−′Λ+′=′ . (1.42) 
 

Из (1.42) видно, что функция (1.3) удовлетворяет второму на-
чальному условию 0)0( uu ′=′ . В силу (1.27), (1.33) формулу (1.42) 

можно записать в виде 
 

))(,())(,(),()()( 3220101201 sftIsftIuutIutUtu +Λ+Λ−′Λ+′=′ .   (1.43) 
 

В силу (1.8), (1.37) 
 

01101 )()( utUutU ′Λ=′′ .                                (1.44) 
 

В силу (1.35) справедливо включение )(002 Λ∈−′Λ DuCu , следо-

вательно, по формуле (1.26) 
 

),()()(),( 020
2
2100210021 uCutΙuCutUuCutΙ Λ−′Λ+−′Λ=−′Λ′ .  (1.45) 
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В силу условия 4) и соотношения (1.9) справедливо включение 
Ω∈Λ )(2 sf , следовательно, по формуле (1.29) 

 

))(,())(,())(,( 23
2
2222 sftΙsftΙsftΙ Λ+Λ=Λ′ .               (1.46) 

 

По формуле (1.30) 
 

)())(,())(,( 133 tfsftΙsftΙ +Λ=′ .                          (1.47) 
 

В силу (1.43) – (1.47) с учетом соотношения (1.6) получаем, что 
 

+Λ−′Λ+−′−=′′ ),()()()( 020
2
21001 uCutΙuCuBtUtu  

 

)())(,())(,( 3
2
22 tfsfBtΙsftΙ +−+Λ+ .                 (1.48) 

 

В силу непрерывности функции )(sf , условия 4) и включений 

(1.9), (1.10) каждое слагаемое в правой части (1.48) непрерывно по t, 

следовательно, ( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ . 

Учитывая (1.8), (1.11), (1.27), (1.33), (1.34) и замкнутость операто-
ров В, ,2Λ  формулу (1.48) можно записать в виде 

 

+Λ−′Λ+−′−+=′′ ),()()()()( 0101
2
2001 uutΙuCuBtUtftu  

 

))(,())(,( 32
2
2 sftΙBsftΙ −Λ+ .                                  (1.49) 

 

Покажем, используя представление (1.43), что 
 

)()( BDtu ∈′ , ),0[ ∞∈t .                             (1.50) 
 

В силу (1.8), (1.37)  
 

)()( 01 Λ∈′ DutU .                                    (1.51) 
 

Из (1.49) видно, что  
 

),( 0101 uutΙ Λ−′ , )())(,( 2
2 Λ∈ DsftΙ ,                    (1.52) 

 

следовательно,  
 

),( 01012 uutΙ Λ−′Λ , )())(,(22 Λ∈Λ DsftΙ .               (1.53) 
 

Из (1.47) видно в силу (1.34), что 
 

)())(,(3 Λ∈ DsftΙ .                                  (1.54) 
 

В силу (1.43), (1.51), (1.53), (1.54) справедливо включение 
)()( Λ∈′ Dtu , ),0[ ∞∈t , откуда следует (1.50). 

Покажем, используя представление (1.38), что 
 

)()( CDtu ∈ , ),0[ ∞∈t .                             (1.55) 
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В силу (1.24), (1.36) имеем равенство 0101 )()( utUCuCtU = , отку-

да видно, что 
)()( 01 CDutU ∈ .                                    (1.56) 

В силу (1.52) 
 

),( 0101 uutΙ Λ−′ ,  )())(,(2 CDsftΙ ∈ ,                    (1.57) 
 

и включение (1.55) следует из (1.38), (1.56), (1.57). 
Учитывая (1.38), (1.43), (1.49), (1.50), (1.55), а также соотношения 

(1.4), (1.21), (1.24), (1.52), получаем 
 

+−′−+=+′+′′ )()()()()()( 001 uCuBtUtftuCtuBtu  
 

+Λ−′+Λ+Λ++′+ ),()()()( 01012
2
20101 uutΙCBuCtUuBtU  

 

)())(,())(,())(,()( 3322
2
2 tfsftΙBsftΙBsftΙCB =+−+Λ+Λ+ , 

 

т.е. функция (1.3) является решением уравнения (1.1). Выше было по-
казано, что выполняются начальные условия (1.2). Теорема 1.1 доказана. 

Пусть оператор F из условия 1) теоремы 1.1 имеет ограниченный 

обратный 1−F  и вместо условия 3) справедливо соотношение 
 

xBFxBF 11 −− = , )(Λ∈ Dx .                         (1.58) 
 

Тогда решение (1.3) задачи (1.1), (1.2) можно записать в виде 
 

+Λ−′−Λ−′= −− )()()()()( 020
1

1010
1

2 uuFtUuuFtUtu  
 

[ ]∫
−

−−−−+
st

dssfFstUstU
0

1
12 )()()( .                     (1.59) 

 

Для вывода формулы (1.59) докажем вначале включение 
 

[ ] )()()()( 21 BFDCDBDDF ∩∩⊂Λ− .                  (1.60) 
 

Пусть )(Λ∈ Dx . Покажем, что элемент xFy 1−=  принадлежит 

множеству в правой части включения (1.60). Имеем xyF = , значит 

справедливо включение )()( 1Λ=Λ∈ DDyF , откуда следует, что 

=∩=−−=Λ∈ )()()]()2/1([)( 22
1 BFDFDFBFDFDy ∩∩ )()( 2 CDBD  

)(BFD∩ . Справедливость включения (1.60) установлена. 

В силу включения (1.60) запись условия (1.58) корректна. 
Покажем, что из (1.58) следует выполнимость условия 3) теоре-

мы 1.1, т.е. 

yBFyFB = , )( 2Λ∈ Dy .                             (1.61) 
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Пусть )( 2Λ∈ Dy . Имеем  
 

)(
),()()()()(

                           ),()()(
222

2

Λ∈⇒




∈⇒=∩∈⇒Λ∈
∈⇒∈⇒Λ∈

DyF
FDyFFDCDBDyDy

BDyFBFDyDy
. 

 

Тогда в силу (1.58) yFBFyFBF )()( 11 −− =  или 

)()( 11 yBFFyFFB −− = , 

)(1 yBFFyB −= , )(1 yBFFFyBF −= , yFByBF = . Равенство 

(1.61) доказано. 
Известно [8, с. 188], что если QAA += 12 , то 

 

[ ]xtUtUdxUQtU AA

t

AA )()()()(
1212

0

−=τττ−∫ , )( 2
1ADx ∈ , 

 

где )(tU
kA – полугруппа, порожденная оператором kΛ , 2,1=k .  

В нашем случае F+Λ=Λ 12 , следовательно, 
 

[ ] xtUtUdxUFtU
t

)()()()( 12

0

12 −=τττ−∫ , )( 2Λ∈ Dx .       (1.62) 

 

Известно [6, с. 218], что если обратимый оператор T коммутирует 

с оператором )(ELA∈ , то 1−T  тоже коммутирует с A. Следовательно, 

в силу (1.23) и включения )()( FDD ⊂Λ  
 

xFtUxtUF 1
11

1 )()( −− = , )(Λ∈ Dx .                        (1.63) 
 

Покажем справедливость включения вида 
 

)(])([1 FBDDF ⊂Λ− .                                       (1.64) 
 

Действительно, пусть )(Λ∈ Dx . Покажем, что )(1 FBDxFy ∈= − . 

В силу (1.60) )(BDy ∈ . Используя (1.58), получаем == − xFByB 1  

)(1 FDxBF ∈= − . Итак, )(BDy ∈ , )(FDyB ∈ , следовательно, 

)(FBDy ∈ . Включение (1.64) доказано. 

В силу (1.60), (1.64) справедливо включение 
 

)(])([ 21 Λ⊂Λ− DDF .                                     (1.65) 
 

В силу (1.36), (1.37), (1.65) 
 

)()( 2
010

1 Λ∈Λ−′− DuuF .                                 (1.66) 
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В силу условия 4) и включения (1.65) 
 

)()( 21 Λ∈− DsfF .                                      (1.67) 
 

Используя (1.62), (1.63), (1.66), а также включение 
)(010 Λ∈Λ−′ Duu , получаем 

 

=τΛ−′ττ−=τΛ−′ττ− ∫∫
−

tt

duuUFFtUduuUtU
0

0101
1

2

0

01012 )(])([)()()()(  

=τΛ−′ττ−= ∫
−

t

duuFUFtU
0

010
1

12 )(])([)(  

[ ] [ ] ).()()()()()( 010
1

12

0

010
1

12 uuFtUtUduuFUFtU
t

Λ−′−=τΛ−′ττ−= −−
∫

(1.68) 
 

Аналогично, учитывая, что )()( Λ∈ Dsf  и включение (1.67), при-

ходим к формуле 

[ ] )()()()()()( 1
12

0

12 sfFstUstUdsfUstU
st

−
−

−−−=τττ−−∫ .  (1.69) 

 

Из (1.3), (1.68), (1.69) следует представление (1.59). 
Если ∆ ,O=  то .)2/1(021 B−=Λ=Λ=Λ  Следовательно, =)(1 tU  

)()(2 tUtU == , где )(tU – полугруппа, порожденная оператором 0Λ ,  

и формула (1.3) с учетом полугруппового свойства 
)()()( 2121 ttUtUtU +=  принимает вид 

 

∫ −−+Λ−′+=
t

dssfststUtuuutUtu
0

0000 )()()(])([)()( .      (1.70) 

 

Получаем следующее утверждение. 
Теорема 1.2. Пусть выполнены следующие условия: 

а) ∆ O= , т.е. 2)4/1( BC = ; 

б) оператор B)2/1(0 −=Λ  является производящим оператором 

полугруппы )(tU  класса 0C ; 

в) )()( 2
0Λ∈ Dtf  при каждом ),0[ ∞∈t ; 

г) )(0 tfΛ , ( )ECtf );,0[)(2
0 ∞∈Λ ; 

д) )( 3
00 Λ∈ Du , )( 2

00 Λ∈′ Du . 

Тогда задача (1.1), (1.2) имеет решение вида (1.70). 
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Перед доказательством теоремы 1.2 сделаем несколько предвари-
тельных замечаний. 

В условиях в) – д) вместо оператора 0Λ  можно записать опера-

тор B, ибо kkkk B)2/1()1(0 −=Λ , )()( 0
kk BDD =Λ , N∈k . 

В силу условия б) оператор 0Λ  замкнут, IU =)0( , 
0Φ)( EtU ∈ ;                                        (1.71) 

 

)()( 0Λ∈ DxtU ; xtUxtUxtU 00 )()()( Λ=Λ=′ , )( 0Λ∈∀ Dx .    (1.72) 
 

В силу (1.71) 
 

( )ECtvtU );,0[)()( ∞∈ , ( )ECtv );,0[)( ∞∈∀ .             (1.73) 
 

Рассмотрим семейство сильно непрерывно дифференцируемых по 
),0[ ∞∈t  на множестве EQ ⊂  оператор-функций )(tA : 

{ ( )ECxtAtAQ );,0[)(|Φ )(Φ 11 ∞∈∈=  при каждом }Qx ∈ . 

В силу (1.71), (1.72) 
 

1
)( 0

Φ)( Λ∈ DtU .                                     (1.74) 
 

Известно [8, с. 22], что если 1Φ)( QtA ∈ , ( )ECtv );,0[)( 1 ∞∈  и 

Qtv ∈)(  при каждом ,),0[ ∞∈t  то ( )ECtvtA );,0[)()( 1 ∞∈  и справед-

лива формула [ ] ,)()()()()()( tvtAtvtAtvtA ′+′=′  в частности, в силу 

(1.74) 

( )ECtvtU );,0[)()( 1 ∞∈ , Wtv ∈∀ )( ,                  (1.75) 

где 
 

{ ( ) )()( |);,0[ )( 0
1 Λ∈∞∈= DtvECtvW  при каждом }),0[ ∞∈t , 

 

и справедлива формула 
 

[ ] )()()()()()( tvtUtvtUtvtU ′+′=′ .                      (1.76) 
 

Из (1.72), (1.75), (1.76) следует, что при любых фиксированных 
)(, 0Λ∈ Dyx  

( )ECytxtU );,0[)()( 1 ∞∈+ ,                           (1.77) 
 

[ ] ))(()()( 00 ytyxtUytxtU Λ++Λ=′+ .                   (1.78) 
 

Пусть { ( ) )()(|);,0[ )( 00 Λ∈∞∈=Ω DshECsh  при каждом 

),0[ ∞∈s  и ( )}ECsh );,0[)(0 ∞∈Λ . Рассмотрим для фиксированной 
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функции 0)( Ω∈sh  две функции действительного переменного 

),0[ ∞∈t  вида 

∫ −−=
t

dsshststUshtΙ
0

)()()())(,( , 

∫ −=
t

dsshstUshtΙ

0

4 )()())(,( . 

Лемма 1.4. При любой фиксированной функции 0)( Ω∈sh  спра-

ведливы соотношения 
 

( )ECsht ΙshtΙ );,0[))(,( ),)(,( 1
4 ∞∈ ,                  (1.79) 

 

))(,())(,())(,( 40 shtΙshtΙshtΙ +Λ=′ ,                  (1.80) 
 

)())(,())(,( 044 thshtΙshtΙ +Λ=′ .                      (1.81) 
 

Доказательство. В силу (1.71) и включения  
 

( )ECsh );,0[)( ∞∈                                  (1.82) 
 

подынтегральная функция )()()(),( shststUtsg −−=  непрерывна 

по ),( ts . По условию 0)( Ω∈sh , следовательно, )()( 0Λ∈ Dsh  при ка-

ждом ),0[ ∞∈s . Тогда, используя (1.76), (1.72), получаем 
 

[ ] ′
ttsg ),( [ ] =′−−+−−′= )()()()()()( shststUshststU  

 

)()()()()( 0 shstUshststU −+Λ−−= .             (1.83) 
 

По условию 0)( Ω∈sh , следовательно, 
 

( ) .);,0[)(0 ECsh ∞∈Λ                              (1.84) 
 

В силу (1.71), (1.82), (1.84) из равенства (1.83) видно, что произ-

водная [ ] ′
ttsg ),(  непрерывна по ),( ts . Таким образом, можно приме-

нить правило дифференцирования интеграла по параметру: 
 

[ ] ),(),())(,(
0

ttgdstsgshtΙ

t

t +′=′ ∫  

 

или в силу равенства 0),( =ttg  и формулы (1.83) 
 

,)()()()()())(,(
00

0 ∫∫ −+Λ−−=′
tt

dsshstUdsshststUshtΙ  
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т.е. справедлива формула (1.80) и, кроме того, в силу (1.71), (1.82), 
(1.84) ( )ECshtΙ );,0[))(,( ∞∈′ , а это означает справедливость перво-

го из включений (1.79). В силу (1.71), (1.82) подынтегральная функция 
)()(),(4 shstUtsg −=  непрерывна по ),( ts . В силу (1.72)  

[ ]4( , )
t

g s t ′ )()()()( 0 shstUshstU Λ−=−′= ,                (1.85) 

откуда видно в силу (1.71), (1.84), что производная [ ]4( , )
t

g s t ′  непре-

рывна по ),( ts . Следовательно, 
 

=′ ))(,(4 shtΙ [ ]4 4 4

0

( , ( )) ( , )  ( , )
t

t
t h s g s t ds g t t′Ι = +∫  

 

или в силу равенства )(),(4 thttg =  и формулы (1.85) 
 

)()()())(,(
0

04 thdsshstUshtΙ

t

+Λ−=′ ∫ , 

 

т.е. справедлива формула (1.81) и, кроме того, в силу (1.71), (1.82), 
(1.84) ( )ECshtI );,0[))(,(4 ∞∈′ , а это означает справедливость второго 

из включений (1.79). Лемма 1.4 доказана. 
Доказательство теоремы 1.2. В силу равенства IU =)0( функ-

ция (1.70) удовлетворяет первому начальному условию 0)0( uu = . За-

пишем )(tu  в виде 
 

))(,(])([)()( 0000 sfttuuutUtu Ι+Λ−′+= .              (1.86) 
 

В силу условия д)  
 

0u , )( 0000 Λ∈Λ−′ Duu .                            (1.87) 
 

В силу (1.77), (1.78), (1.87) 
 
 

( )ECtuuutU );,0[])([)( 1
0000 ∞∈Λ−′+ ; 

 

[ ] =Λ−′Λ+Λ−′+Λ=′Λ−′+ ])([)(])([)( 0000000000000 tuuuuutUtuuutU  
 

])([)( 0
2
0000 tuuutU Λ−′Λ+′= .                 (1.88) 

 

В силу условий в), г) справедливо включение 0)( Ω∈sf , следова-

тельно, в силу (1.79), (1.80)  

( )ECsftΙ );,0[))(,( 1 ∞∈ ; 
 

))(,())(,())(,( 40 sftΙsftΙsftΙ +Λ=′ .                   (1.89) 
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В силу (1.86), (1.88), (1.89) 
 

))(,())(,(])([)()( 400
2
0000 sftΙsftΙtuuutUtu +Λ+Λ−′Λ+′=′ .  (1.90) 

 

Из равенства (1.90) видно, что функция (1.70) удовлетворяет вто-
рому начальному условию 0)0( uu ′=′ . В силу условия д) 

 

0u′ , )( 00
2
000 Λ∈Λ−′Λ Duu .                            (1.91) 

 

В силу (1.77), (1.78), (1.91) 
 

( )ECtuuutU );,0[])([)( 1
0

2
0000 ∞∈Λ−′Λ+′ ; 

 

[ ] =
′

Λ−′Λ+′ ])([)( 0
2
0000 tuuutU  

 

=Λ−′ΛΛ+Λ−′Λ+′Λ= ])([)( 0
2
00000

2
00000 tuuuuutU  

 

])(2[)( 0
3
00

2
00

2
000 tuuuutU Λ−′Λ+Λ−′Λ= .                         (1.92) 

 

В силу условий в), г) справедливо включение 00 )( Ω∈Λ sf , сле-

довательно, в силу (1.79), (1.80)  
 

( )ECsft );,0[))(,( 1
0 ∞∈ΛΙ ; 

 

))(,())(,())(,( 04
2
00 sftΙsftΙsftΙ Λ+Λ=Λ′ .              (1.93) 

 

В силу (1.79), (1.81) 
 

( )ECsftΙ );,0[))(,( 1
4 ∞∈ ; 

 

)())(,())(,( 044 tfsftΙsftΙ +Λ=′ .                      (1.94) 
 

В силу (1.90), (1.92) – (1.94) получаем равенство 
 

+Λ−′Λ+Λ−′Λ=′′ ])(2[)()( 0
3
00

2
00

2
000 tuuuutUtu  

 

)())(,(2))(,( 04
2
0 tfsftΙsftΙ +Λ+Λ+ .                   (1.95) 

 

В силу (1.73) и условия г) каждое из слагаемых в правой части 

формулы (1.95) непрерывно по t, следовательно, ( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ . 

Покажем, что 
 

)()( 0Λ∈′ Dtu , ),0[ ∞∈t .                              (1.96) 
 

В силу условия в), соотношений (1.72) и замкнутости оператора 

0Λ  формулы (1.90), (1.95) можно записать в виде 
 

))(,())(,(])([)()( 400
2
0000 sftΙsftΙtuuutUtu +Λ+Λ−′Λ+′=′ ,  (1.97) 
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+Λ−′Λ+Λ−′Λ=′′ ])(2[)()( 0
3
00

2
00

2
000 tuuuutUtu  

)())(,(2))(,( 40
2
0 tfsftΙsftΙ +Λ+Λ+ .                    (1.98) 

 

В силу (1.72), (1.91) 
 

)(])([)( 00
2
0000 Λ∈Λ−′Λ+′ DtuuutU .                  (1.99) 

 

Из представления (1.98) видно, что 
 

)())(,( 2
0Λ∈ DsftΙ ,                               (1.100) 

 

)())(,( 04 Λ∈ DsftΙ .                               (1.101) 
 

В силу (1.100) 
)())(,( 00 Λ∈Λ DsftΙ                               (1.102) 

 

и включение (1.96) следует из (1.97), (1.99), (1.101), (1.102). 
Покажем, исходя из представления (1.86), что 

 

)()( 2
0Λ∈ Dtu , ,),0[ ∞∈t                           (1.103) 

 

для чего, учитывая включение (1.100), достаточно доказать, что 
 

)(])([)( 2
00000 Λ∈Λ−′+ DtuuutU .                  (1.104) 

 

В силу условия д)  

)()( 2
00000 Λ∈Λ−′+ Dtuuu ,                       (1.105) 

 

следовательно,  

)()( 00
2
00000 Λ∈Λ−′Λ+Λ Dtuuu .                   (1.106) 

 

Учитывая включения (1.105), (1.106) и используя соотношение 
xtUxtU )()( 00 Λ=Λ , )( 0Λ∈∀ Dx (см. (1.72)), получаем 

 

])([)(])([)( 0000
2
00

3
00

2
00

2
0 tuuutUtuuutU Λ−′+Λ=Λ−′Λ+Λ , 

 

откуда следует соотношение (1.104). Включение (1.103) доказано. 
Заметим, что в силу условия д) 

 

)()( 00
2
0000 Λ∈Λ−′Λ+′ Duuu .                       (1.107) 

 

Используя формулы (1.86), (1.97), (1.98), а также включения 
(1.96), (1.103), (1.105), (1.107) и соотношения (1.72), получаем 

 

=Λ+′Λ−′′=+′+′′ )()(2)()()()( 2
00 tutututuCtuBtu  

+Λ+′Λ−Λ−′Λ+= 0
2
0000

2
000 22[)()( uuuutUtf  

+Λ−′Λ+Λ+′Λ−Λ−′Λ+ ])22( 0
3
00

2
00

3
00

2
00

3
00

2
0 tuuuuuu  

)())(,()22())(,()2( 400
2
0

2
0

2
0 tfsftΙsftΙ =Λ−Λ+Λ+Λ−Λ+ . 
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Итак, ,)()()()( tftuCtuBtu =+′+′′  т.е. функция (1.70) является 

решением уравнения (1.1). Выше было показано, что выполняются 
начальные условия (1.2). Теорема 1.2 доказана. 

 
§ 2. Решение задачи Коши в терминах косинус и синус 

оператор-функций 
 

Найдем решение задачи (1.1), (1.2) в терминах косинус и синус 
оператор-функций. 

Пусть выполнены следующие условия:  
1) xCBxBC = , )()( CBDBCDx ∩∈ ;  

2) оператор BB )2/1(1 −=  является генератором полугруппы 

)(tU  класса 0C  и  

xCtUxtUC )()( = ,   )()( 2 CDBDx ∩∈ ;                 (2.1) 

3) операторный дискриминант CBQ −= 2
1  с оператором ,1B  

удовлетворяющим условию 2), является производящим оператором 
сильно непрерывной косинус-оператор-функции )(tC  и  

 

xBtCxtBC )()( = ,  )( BDx ∈ ;                            (2.2) 
 

xtCtUxtUtC )()()()( = ,  )( BDx ∈ ;                       (2.3) 
 

xtStUxtUtS )()()()( = ,  )( BDx ∈ ,                        (2.4) 
 

где )(tS – синус-оператор-функция, ассоциированная с )(tC : 

∫ ττ=
t

dxCxtS
0

)()( ,  Ex ∈ ;                              (2.5) 

4) )()()()( 2 CDBDQDtf ∩=∈  при каждом ),0[ ∞∈t  и  
 

( )ECtfB );,0[)( ∞∈ ;                               (2.6) 
 

( )ECtfB );,0[)(2 ∞∈ ;                               (2.7) 
 

( )ECtfC );,0[)( ∞∈ ;                                (2.8) 
 

5) 00 Du ∈ , где }|)()()({ 1
3

0 ExCCBDBCDBDxD ∈∩∩∈= , 

});()(|{ 1
1 ECxtCExE R∈∈= ; 10 Du ∈′ , где |)()({ 2

1 CDBDxD ∩∈=  

}1ExB ∈ . 

Теорема 2.1. При выполнении условий 1) – 5) задача (1.1), (1.2) 
имеет решение вида 
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[ ] ∫ τττ−τ−+−′+=
t

dftUtSuButSutCtUtu
0

0100 )()()()()()()()( .  (2.9) 

Чтобы не обременять доказательство теоремы вспомогательными 
деталями, сделаем предварительно несколько замечаний, которые по-
надобятся в дальнейшем. 

Справедливы включения 
 

110 )( EQDDD ⊂⊂⊂ .                              (2.10) 
 

Действительно, известно [2, с. 91], что 2)( EQD = , где 

});()(|{ 2
2 ECxtCExE R∈∈= ; а 12 EE ⊂ , следовательно, 1)( EQD ⊂ . 

Включение )(1 QDD ⊂  очевидно, ибо |)({1 QDxD ∈= }1ExB ∈ . По-

кажем, что 10 DD ⊂ . Пусть 0Dx ∈ , тогда )( 2BDx ∈  и )(CDx ∈ , сле-

довательно, )()()( 2 QDCDBDx =∩∈ ; кроме того, )( 2BDxB ∈  и 

)(CDxB ∈ , следовательно, )(QDxB ∈ , а, значит, 1ExB ∈  в силу уже 

доказанного включения 1)( EQD ⊂ . Получили )(QDx ∈  и 1ExB ∈ , 

следовательно, 1Dx ∈ . 

В силу условий 2), 3) и формулы (2.5) 
 

IU =)0( , IC =)0( , OS =)0( ,                       (2.11) 
 

где I  и O  – соответственно единичный и нулевой операторы. 
Из условия 2) следует [4, с. 17]: 

 

)()( BDxtU ∈ , )(BDx ∈∀ , ),0[ ∞∈t ;                 (2.12) 
 

xtUBxtU )()( 1=′ , )(BDx ∈ ;                        (2.13) 
 

xBtUxtUB 11 )()( = , )(BDx ∈ ,                        (2.14) 

ибо )()( 1 BDBD = . 

В силу теоремы о производной от интеграла по переменному 
верхнему пределу [25, с. 609] из формулы (2.5) следует соотношение 

 

xtCxtS )()( =′ , Ex ∈ .                              (2.15) 
 

В силу условия 3) имеем [4, с. 26] 
 

)()( QDxtS ∈ , 1Ex ∈∀ , ),0[ ∞∈t ;                     (2.16) 
 

xtSQxtC )()( =′ , 1Ex ∈ ;                              (2.17) 
 

)()( QDxtC ∈ , )(QDx ∈∀ , ),0[ ∞∈t ;                   (2.18) 
 

xQtCxtCQ )()( = , )(QDx ∈ ;                          (2.19) 



33 

)()( QDxtS ∈ , )(QDx ∈∀ , ),0[ ∞∈t ;                   (2.20) 
 

xQtSxtSQ )()( = , )(QDx ∈ .                           (2.21) 
 

Из (2.2) следует, что  
 

xBtSxtSB )()( = , )(BDx ∈ .                           (2.22) 
 

Действительно, используя формулу (2.5), замкнутость опера-
тора B и равенство (2.2), получаем при каждом )(BDx ∈ : 

xBtSdxBCdxBCdxCBxtSB
ttt

)()()()()(
000

=ττ=ττ=ττ= ∫∫∫ . 

 

Из (2.2), (2.19) следует соотношение 
 

xCtCxtCC )()( = , )(QDx ∈ .                          (2.23) 
 

Действительно, пусть )(QDx ∈ . Тогда )(BDx ∈ , )(BDxB ∈  и в 

силу (2.18) )()( QDxtC ∈  при каждом ),0[ ∞∈t , следовательно, 

)()( 2BDxtC ∈ , ),0[ ∞∈t . Применяя (2.2), получаем 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] xBtCxBBtCxBtCBxBtCBxtCBBxtCB 22 )()()()()()( ===== , 
 

следовательно,  

.)()( 2
1

2
1 xBtCxtCB =                                  (2.24) 

 

В силу (2.19) xCtCxBtCxtCCxtCB )()()()( 2
1

2
1 −=− , откуда сле-

дует в силу (2.24) соотношение (2.23). 
Аналогично, из (2.21), (2.22) следует соотношение  

 

xCtSxtSC )()( = , )(QDx ∈ .                        (2.25) 
 

Наряду со множествами Φ,  0ΦE , введенными в § 1.1, рассмотрим 

семейство сильно непрерывно дифференцируемых по ),0[ ∞∈t  на 

множестве EH ⊆  оператор-функций )(tA : 

{ ( )ECxtAtAH );,0[)(|Φ )(Φ 11 ∞∈∈=  при каждом }Hx ∈ . 

По условию 2) 
0Φ)( EtU ∈ .                                         (2.26) 

 

По условию 3) оператор-функция )(tC  сильно непрерывна по 

R∈t  на E, следовательно,  
 

0Φ)( EtC ∈ .                                         (2.27) 
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В силу (2.5), (2.27) 
0Φ)( EtS ∈ .                                         (2.28) 

 

В силу (2.13), (2.14), (2.26) 
 

1
)(Φ)( BDtU ∈ .                                      (2.29) 

 

Из определения множества 1E  следует, что  
 

1
1

Φ)( EtC ∈ .                                        (2.30) 
 

В силу (2.15), (2.27) 
1Φ)( EtS ∈ .                                         (2.31) 

 

Замечание 2.1. Если 0Φ)( EtA ∈ , ( )ECtg );,0[)( ∞∈ , то 

( )ECtgtA );,0[)()( ∞∈  [8, с. 21]. 

Замечание 2.2. Из замечания 2.1 следует: если )(1 tA , 0
2 Φ)( EtA ∈ , 

то 0
21 Φ)()( EtAtA ∈ . 

В силу (2.26) – (2.28) и замечания 2.2 
 

0Φ)()( EtUtC ∈ ,                                    (2.32) 
 

0Φ)()( EtUtS ∈ ,                                    (2.33) 
 

0Φ)()( EtCtU ∈ ,                                    (2.34) 
 

0Φ)()( EtStU ∈ .                                    (2.35) 
 

Замечание 2.3. Если 1Φ)( HtA ∈ , ( )ECtg );,0[)( 1 ∞∈  и Htg ∈)(  

при каждом ),0[ ∞∈t , то ( )ECtgtA );,0[)()( 1 ∞∈  и справедлива 

формула (I.1.16). 
Напомним также, что в дальнейшем будет неоднократно исполь-

зовано правило дифференцирования интеграла по параметру (см. §1 
главы I). 

Доказательство теоремы 2.1. В силу (2.11) функция (2.9) удов-
летворяет начальному условию 0)0( uu = . Покажем, что эта функция 

удовлетворяет начальному условию 0)0( uu ′=′  и уравнению (1.1), ко-

торое можно записать в виде 
 

)()()(2)( 1 tftuCtuBtu =+′−′′ , ∞<≤ t0 . 
 

Запишем формулу (2.9) в виде 
 

)()()()( 00 tΙtwtUtu += ,                             (2.36) 
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где 
))(()()( 01000 uButSutCtw −′+= , 

∫ τττ−τ−=
t

dftUtStΙ

0

0 )()()()( . 

Тогда  

[ ] )()()()( 00 tΙtwtUtu ′+′=′                                (2.37) 
 

при условии, что слагаемые в правой части (2.36) дифференцируемы. 
В силу (2.29) и замечания 2.3, если 

 

( )ECtw );,0[)( 1
0 ∞∈ ,                                 (2.38) 

 

)()(0 BDtw ∈ , ),0[ ∞∈t ,                              (2.39) 
 

то ( )ECtwtU );,0[)()( 1
0 ∞∈  и 

 

[ ] )()()()()()( 000 twtUtwtUtwtU ′+′=′ .                   (2.40) 
 

Покажем справедливость включений (2.38), (2.39). В силу (2.10) и 
условия 5) 

10 Eu ∈ ,                                            (2.41) 
 

следовательно, в силу (2.30) ( )ECutC );,0[)( 1
0 ∞∈ . В силу (2.31) 

( )ECuButS );,0[))(( 1
010 ∞∈−′ . Из последних двух включений следу-

ет (2.38). В силу (2.10) и условия 5)  
 

)(0 QDu ∈ ,                                        (2.42) 
 

следовательно, в силу (2.18) 
 

)()( 0 QDutC ∈ , ),0[ ∞∈t .                          (2.43) 
 

В силу (2.10) и условия 5) 
 

)(0 QDu ∈′ ,                                        (2.44) 
 

следовательно, в силу (2.20) 
 

)()( 0 QDutS ∈′ , ),0[ ∞∈t .                           (2.45) 
 

В силу условия 5) )( 2
0 BDuB ∈  и )(0 CDuB ∈ , следовательно, 

)(0 QDuB ∈ . Тогда )(01 QDuB ∈ и в силу (2.20)  
 

)()( 01 QDuBtS ∈ , ),0[ ∞∈t .                         (2.46) 
 

В силу (2.43), (2.45), (2.46) справедливо включение )()(0 QDtw ∈ , 

),0[ ∞∈t , откуда следует (2.39). 
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Итак, в силу (2.38), (2.39) справедлива формула (2.40). 
В силу (2.13), (2.14), (2.39) 

 

)()()()( 010 twBtUtwtU =′ .                          (2.47) 
 

В силу (2.17), (2.41) справедливо равенство 00 )()( utSQutC =′ .  

В силу (2.21), (2.42) имеем соотношение 00 )()( uQtSutSQ = . Получили 
 

00 )()( uQtSutC =′ .                                  (2.48) 
 

В силу (2.15) 
 

))(())(( 010010 uButCuButS −′=−′′ .                  (2.49) 
 

В силу (2.48), (2.49) 
 

))(()()( 01000 uButCuQtStw −′+=′ .                  (2.50) 
 

В силу (2.40), (2.47), (2.50) 
 

[ ] [ ]+−′+=′ ))(()()()()( 0101010 uButSButCBtUtwtU  
 

[ ]))(()()( 0100 uButCuQtStU −′++ .           (2.51) 
 

В силу условия 5) )(0 BDu ∈ , следовательно, в силу (2.2)  
 

0101 )()( uBtCutCB = .                              (2.52) 
 

В силу условия 5) )(010 BDuBu ∈−′ , следовательно, в силу (2.22) 
 

)()()()( 0
2
1010101 uBuBtSuButSB −′=−′ .               (2.53) 

 

В силу (2.52), (2.53) формулу (2.51) можно записать в виде 
 

[ ] +−′+=′ ]))(()([)()()( 0
2
101010 uBuBtSuBtCtUtwtU  

 

]))(()()([)( 00
2
1010 uCuBtSuButCtU −+−′+  

 

или, после приведения подобных членов, 
 

[ ] [ ]))(()()()()( 00100 uCuBtSutCtUtwtU −′+′=′ .            (2.54) 
 

Найдем )(0 tΙ ′ . В силу непрерывности функции )(τf , включения 

(2.33) и замечания 2.1 подынтегральная функция =τ ),(0 tg  

)()()( ττ−τ−= ftUtS  непрерывна по ),( tτ . В силу условия 4) 
 

)()( BDf ∈τ , ),0[ ∞∈τ ,                                  (2.55) 
 

следовательно, в силу (2.29), (2.31) 
 

[ ]0( , )
t

g t ′τ = )()()()()()( ττ−′τ−+ττ−τ−′ ftUtSftUtS , 
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или в силу (2.13) – (2.15) 
 

[ ]0( , )
t

g t ′τ = )()()()()()( 1 ττ−τ−+ττ−τ− fBtUtSftUtC , 
 

из чего видно в силу (2.6), (2.32), (2.33) и замечания 2.1, что производ-

ная [ ]0( , )
t

g t ′τ  непрерывна по ),( tτ , следовательно, применимо пра-

вило дифференцирования интеграла по параметру: 
 

+τττ−τ−+τττ−τ−=′ ∫∫
tt

dfBtUtSdftUtCtΙ

0

1

0

0 )()()()()()()(  

)()0()0( tfUS+ .                                                       (2.56) 
 

В силу (2.11) 
 

0)()0()0( =tfUS .                                  (2.57) 
 

В силу (2.37), (2.54), (2.56), (2.57) 
 

[ ]+−′+′=′ ))(()()()( 0010 uCuBtSutCtUtu

∫∫ τττ−τ−+τττ−τ−+
tt

dftUtCdfBtUtS
00

1 )()()()()()( . 

 

В силу (2.11) 0)0( uu ′=′ , т.е. функция (2.9) удовлетворяет второму 

начальному условию. Запишем )(tu′  в виде 
 

)()()()()( 211 tΙtΙtwtUtu ++=′ ,                         (2.58) 

где 
))(()()( 00101 uCuBtSutCtw −′+′= , 

 

∫ τττ−τ−=
t

dfBtUtStΙ

0

11 )()()()( , 

∫ τττ−τ−=
t

dftUtCtΙ

0

2 )()()()( . 

Тогда 

[ ] )()()()()( 211 tΙtΙtwtUtu ′+′+′=′′                         (2.59) 
 

при условии, что слагаемые в правой части (2.58) дифференцируемы. 
В силу (2.29) и замечания 2.3, если 

 

( )ECtw );,0[)( 1
1 ∞∈ ,                               (2.60) 

 

)()(1 BDtw ∈ , ),0[ ∞∈t ,                             (2.61) 
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то ( )ECtwtU );,0[)()( 1
1 ∞∈  и 

 

[ ] )()()()()()( 111 twtUtwtUtwtU ′+′=′ .                   (2.62) 
 

Покажем справедливость включений (2.60), (2.61).  
В силу (2.10) и условия 5) 

10 Eu ∈′ ,                                            (2.63) 

следовательно, в силу (2.30) ( )ECutC );,0[)( 1
0 ∞∈′ . В силу (2.31) 

( )ECuCuBtS );,0[))(( 1
001 ∞∈−′ . Из последних двух включений сле-

дует (2.60).  
В силу (2.18), (2.44)  

 

)()( 0 QDutC ∈′ , ),0[ ∞∈t .                            (2.64) 
 

В силу условия 5) 

101 EuB ∈′ ,                                         (2.65) 

следовательно, в силу (2.16) 
 

)()( 01 QDuBtS ∈′ , ),0[ ∞∈t .                         (2.66) 
 

В силу условия 5) 10 EuC ∈ , следовательно, в силу (2.16)  
 

)()( 0 QDuCtS ∈ , ),0[ ∞∈t .                         (2.67) 
 

В силу (2.64), (2.66), (2.67) справедливо включение )()(1 QDtw ∈ , 

),0[ ∞∈t , откуда следует (2.61). 

Итак, в силу (2.60), (2.61) имеет место формула (2.62). 
В силу (2.13), (2.61) 

 

)()()()( 111 twtUBtwtU =′ .                            (2.68) 
 

В силу (2.17), (2.63) 
 

00 )()( utSQutC ′=′′ .                                    (2.69) 
 

В силу (2.15) 
 

))(())(( 001001 uCuBtCuCuBtS −′=−′′ .                 (2.70) 
 

В силу (2.69), (2.70) 
 

))(()()( 00101 uCuBtCutSQtw −′+′=′ .                     (2.71) 
 

В силу (2.62), (2.68), (2.71) 
 

  [ ] [ ] +−′+′=′ ))(()()()()( 001011 uCuBtSutCtUBtwtU  
 

[ ]))(()()()( 00100
2
1 uCuBtCutSCutSBtU −′+′−′+ .           (2.72) 
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Запишем правую часть равенства (2.72) в форме, которая потре-
буется в дальнейшем. 

В силу условия 5) 
)(0 BDu ∈′ ,                                         (2.73) 

 

следовательно, в силу (2.2) 
 

0101 )()( utCBuBtC ′=′ .                                 (2.74) 
 

В силу (2.64) справедливо включение )()( 0 BDutC ∈′ , ),0[ ∞∈t , 

следовательно, в силу (2.14) 
 

0101 )()()()( utCtUButCBtU ′=′ .                         (2.75) 
 

В силу (2.74), (2.75) 
 

0101 )()()()( utCtUBuBtCtU ′=′ .                         (2.76) 
 

В силу (2.22), (2.73) 
 

0101 )()( uBtSutSB ′=′ .                                (2.77) 
 

В силу (2.16), (2.65) справедливо включе-
ние )()( 01 QDuBtS ∈′ , ),0[ ∞∈t , следовательно, )()( 01 BDuBtS ∈′  и в 

силу (2.14) 

011011 )()()()( uBtStUBuBtSBtU ′=′ .                    (2.78) 
 

В силу (2.77), (2.78) 
 

0110
2
1 )()()()( uBtStUButSBtU ′=′ .                       (2.79) 

 

В силу (2.23), (2.42) 
 

00 )()( utCCuCtC = .                                 (2.80) 
 

В силу (2.1), (2.43) 
 

00 )()()()( utCtUCutCCtU = .                         (2.81) 
 

В силу (2.80), (2.81) 
 

00 )()()()( utCtUCuCtCtU = .                           (2.82) 
 

В силу (2.1), (2.45) 
 

00 )()()()( utStUCutSCtU ′=′ .                           (2.83) 
 

В силу (2.67) 
 

)()( 0 BDuCtS ∈ , ),0[ ∞∈t ,                            (2.84) 
 

следовательно, в силу (2.12) 
 

)()()( 0 BDuCtStU ∈ , ),0[ ∞∈t .                        (2.85) 
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Припишем в первых квадратных скобках в правой части равенст-
ва (2.72) выражение 00 )())(( uCtSuCtS +−  (это можно сделать в силу 

(2.85)). Покажем, что  
 

0101 )()()()( uBtStUCuCtStUB = .                    (2.86) 
 

В силу (2.14), (2.84) 
 

0101 )()()()( uCtSBtUuCtStUB = .                     (2.87) 
 

В силу условия 5) справедливо включение )(0 BDuC ∈ , следова-

тельно, в силу (2.22) 

0101 )()( uCBtSuCtSB = .                           (2.88) 
 

В силу условий 1), 5) 

0101 uBCuCB = .                                  (2.89) 
 

В силу условия 5) )(01 QDuB ∈ , следовательно, в силу (2.25)  
 

0101 )()( uBtSCuBCtS = .                            (2.90) 
 

В силу (2.1), (2.46) 
 

0101 )()()()( uBtStUCuBtSCtU = .                     (2.91) 
 

Из (2.87) – (2.91) следует (2.86). В силу (2.76), (2.79), (2.82), (2.83), 
(2.86) соотношение (2.72) с учетом добавления слагаемых ))(( 0uCtS −  

и 0)( uCtS  можно записать в виде 

[ ] [ ]−−′+′=′ ))(()()(2)()( 001011 uCuBtSutCtUBtwtU  
 

 [ ]))(()()( 0100 uButSutCtUC −′+− , 

т.е. 

[ ] )()()()(2)()( 0111 twtUCtwtUBtwtU −=′ .                 (2.92) 
 

Найдем )(1 tΙ ′ . В силу (2.6), (2.33) и замечания 2.1 подынтеграль-

ная функция ),(1 tg τ  )()()( 1 ττ−τ−= fBtUtS  непрерывна по ),( tτ .  

В силу условия 4) 
 

)()(1 BDfB ∈τ , ),0[ ∞∈τ ,                           (2.93) 
 

следовательно, в силу (2.29), (2.31) 
 

[ ] =′τ ttg ),(1 )()()()()()( 11 ττ−′τ−+ττ−τ−′ fBtUtSfBtUtS , 
 

или в силу (2.13) – (2.15) 
 

[ ] =′τ ttg ),(1 )()()()()()( 2
11 ττ−τ−+ττ−τ− fBtUtSfBtUtC , 
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откуда видно в силу (2.6), (2.7), (2.32), (2.33) и замечания 2.1, что про-

изводная [ ] ′τ ttg ),(1  непрерывна по ),( tτ . Значит, 

+τττ−τ−+τττ−τ−=′ ∫∫
tt

dfBtUBtSdfBtUtCtΙ

0

11

0

11 )()()()()()()(  

              )()0()0( 1 tfBUS+ . 
 

В силу (2.11) 0)()0()0( =tfUS , следовательно, 
 

∫∫ τττ−τ−+τττ−τ−=′
tt

dfBtUBtSdfBtUtCtΙ

0

11

0

11 )()()()()()()( . (2.94) 

 

Запишем правую часть равенства (2.94) в форме, которая потре-
буется в дальнейшем. В силу (2.14), (2.55) 

 

)()()()( 11 ττ−=ττ− ftUBfBtU .                         (2.95) 
 

В силу (2.12), (2.55) )()()( BDftU ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t , 

следовательно, в силу (2.2)  
 

)()()()()()( 11 ττ−τ−=ττ−τ− ftUtCBftUBtC .           (2.96) 
 

В силу (2.95), (2.96) 
 

)()()()()()( 11 ττ−τ−=ττ−τ− ftUtCBfBtUtC .           (2.97) 
 

В силу (2.12), (2.93) )()()( 1 BDfBtU ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t , 

следовательно, в силу (2.22) 
 

)()()()()()( 1111 ττ−τ−=ττ−τ− fBtUtSBfBtUBtS .        (2.98) 
 

В силу (2.97), (2.98) и замкнутости оператора 1B соотношение 

(2.94) можно записать в виде 
 

∫∫ τττ−τ−+τττ−τ−=′
tt

dfBtUtSBdftUtCBtΙ

0

11

0

11 )()()()()()()( , 

т.е.  
)()()( 11211 tΙBtΙBtΙ +=′ .                               (2.99) 

 

Найдем )(2 tΙ ′ . В силу (2.3), (2.55) )(2 tΙ  можно записать в виде 
 

∫ τττ−τ−=
t

dftCtUtΙ

0

2 )()()()( . 
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В силу непрерывности функции )(τf , включения (2.34) и замеча-

ния 2.1 подынтегральная функция ),(2 tg τ )()()( ττ−τ−= ftCtU  не-

прерывна по ),( tτ . В силу условия 4) 
 

)()( QDf ∈τ , ),0[ ∞∈τ ,                             (2.100) 
 

следовательно, в силу (2.18) )()()( QDftC ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t , 

откуда вытекает включение 
 

)()()( BDftC ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t .              (2.101) 
 

В силу (2.10), (2.100) 
 

1)( Ef ∈τ , ),0[ ∞∈τ .                               (2.102) 
 

Учитывая (2.29), (2.30), (2.101), (2.102), получаем 
 

[ ]2 ( , )
t

g t ′τ = )()()()()()( ττ−′τ−+ττ−τ−′ ftCtUftCtU  
 

или в силу (2.13), (2.17), (2.102) 
 

[ ]2 ( , )
t

g t ′τ = )()()()()()(1 ττ−τ−+ττ−τ− ftSQtUftCtUB .   (2.103) 
 

В силу (2.14), (2.101) 
 

)()()()()()( 11 ττ−τ−=ττ−τ− ftCBtUftCtUB .           (2.104) 
 

В силу (2.2), (2.55) 
)()()()( 11 ττ−=ττ− fBtCftCB .                        (2.105) 

В силу (2.104), (2.105) 
 

)()()()()()( 11 ττ−τ−=ττ−τ− fBtCtUftCtUB .          (2.106) 
 

В силу (2.21), (2.100) 
 

)()()()( ττ−=ττ− fQtSftSQ .                          (2.107) 
 

В силу (2.103), (2.106), (2.107) получаем равенство 
 

[ ]2 ( , )
t

g t ′τ = )()()()()()( 1 ττ−τ−+ττ−τ− fQtStUfBtCtU , 
 

откуда видно, в силу (2.6) – (2.8), (2.34), (2.35) и замечания 2.1, что 

производная [ ]2 ( , )
t

g t ′τ  непрерывна по ),( tτ . Учитывая формулу 

(2.103) и замкнутость оператора ,1B  получаем  

+τττ−τ−+τττ−τ−=′ ∫∫
tt

dftSQtUdftCtUBtΙ

00

12 )()()()()()()(  

                  )()0()0( tfCU+ . 
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В силу (2.11) )()()0()0( tftfCU = . Тогда учитывая (2.3), (2.55) и 

вид оператора Q , получаем  
 

      +τττ−τ−+=′ ∫
t

dftUtCBtftΙ

0

12 )()()()()(  

∫ τττ−τ−+
t

dftSBtU
0

2
1 )()()( ∫ τττ−τ−−

t

dftSCtU
0

)()()( . (2.108) 

 

Запишем правую часть равенства (2.108) в форме, которая потре-
буется в дальнейшем. В силу (2.20), (2.100) 

 

)()()( QDftS ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t ,              (2.109) 
 

следовательно, )()()( BDftSB ∈ττ− , ],0[ t∈τ , ),0[ ∞∈t , и в силу 

(2.14)  
)()()()()()( 1111 ττ−τ−=ττ−τ− ftSBtUBftSBBtU .      (2.110) 

 

В силу (2.22), (2.55) 
 

)()()()( 11 ττ−=ττ− fBtSftSB .                      (2.111) 
 

В силу (2.110), (2.111) 
 

)()()()()()( 11
2
1 ττ−τ−=ττ−τ− fBtStUBftSBtU .     (2.112) 

 

В силу (2.1), (2.109) 
 

)()()()()()( ττ−τ−=ττ−τ− ftStUCftSCtU .      (2.113) 
 

В силу (2.4), (2.55) 
 

)()()()()()( ττ−τ−=ττ−τ− ftUtSftStU .         (2.114) 
 

В силу (2.113), (2.114) 
 

)()()()()()( ττ−τ−=ττ−τ− ftUtSCftSCtU .      (2.115) 
 

Учитывая (2.4), (2.93), (2.112), (2.115) и замкнутость операторов 
,1B  ,C  формулу (2.108) можно записать в виде 

 

                +τττ−τ−+=′ ∫
t

dftUtCBtftΙ

0

12 )()()()()(  

∫∫ τττ−τ−−τττ−τ−+
tt

dftUtSCdfBtUtSB
00

11 )()()()()()( , 

т.е. 
)()()()()( 011212 tΙCtΙBtΙBtftΙ −++=′ .               (2.116) 
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Подставляя в правую часть равенства (2.59) вместо [ ]′)()( 1 twtU , 

)(1 tΙ ′ , )(2 tΙ ′  их выражения из (2.92), (2.99), (2.116) и учитывая (2.36), 

(2.58), получаем 
 

+++−=′′ )()()()()()(2)( 1121011 tΙBtΙBtwtUCtwtUBtu  
 

         =−+++ )()()()( 01121 tΙCtΙBtΙBtf  
 

         [ ] [ ] =+−+++= )()()()()()()(2)( 002111 tΙtwtUCtΙtΙtwtUBtf  
 

         )()()( tuCtuBtf −′−= . 
 

Получили равенство )()()()( tuCtuBtftu −′−=′′  или 

)()()()( tftuCtuBtu =+′+′′ , т.е. функция (2.9) является решением 

уравнения (1.1). Выше было показано, что она удовлетворяет началь-
ным условиям (1.2). 

Покажем, что 

( )ECtu );,0[)( 2 ∞∈ .                                (2.117) 
 

Как уже отмечалось выше, справедливо включение 

( )ECtwtU );,0[)()( 1
1 ∞∈ . Из равенства 

 

∫∫ τττ−τ−+τττ−τ−=′
tt

dfBtUtSdfBtUtCtΙ

0

2
1

0

11 )()()()()()()(  

 

и условий (2.6), (2.7) следует, что ( )ECtΙ );,0[)(1 ∞∈′ , т.е. 

( )ECtΙ );,0[)( 1
1 ∞∈ . Из равенства  

 

+τττ−τ−+=′ ∫
t

dfBtCtUtftΙ

0

12 )()()()()(  

 

∫ τττ−τ−+
t

dfBtStU
0

2
1 )()()( ∫ τττ−τ−−

t

dfCtStU
0

)()()( , 

 

непрерывности функции )(tf  и условий (2.6) – (2.8) следует, что 

( )ECtΙ );,0[)(2 ∞∈′ , т.е. ( )ECtΙ );,0[)( 1
2 ∞∈ . Тогда в силу (2.58) 

( )ECtu );,0[)( 1 ∞∈′ , т.е. справедливо включение (2.117). Теорема 2.1 

доказана. 
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Г л а в а  III 
 

УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА С ОГРАНИЧЕННЫМИ 
ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

 
§ 1. Решение уравнения Эйлера в терминах операторной 

экспоненты 
 

В банаховом пространстве E изучается уравнение Эйлера второго 
порядка 

)()()()(2 tftxBtxAttxt =+′+′′ ,  ∞<< t0 ,                (1.1) 
 

где A, B )(EL∈ ; ( )ECtf );,0[)( ∞∈ . Уравнение (1.1) – это вырож-

дающееся в точке 0=t  уравнение. 
Везде в дальнейшем под решением уравнения (1.1) понимается 

его сильное решение, т.е. дважды непрерывно дифференцируемая на 
полуоси ),0( ∞  функция, удовлетворяющая уравнению (1.1). 

Рассмотрим стабилизирующее, т.е. устраняющее вырожденность, 
возмущение уравнения (1.1) малым параметром ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 

00 >ε : 

)()()()()()( 2 tftxBtxAttxt =+′ε++′′ε+ εεε , ∞<≤ t0 ,         (1.2) 
 

0,)0( εε = xx , 0,)0( εε ′=′ xx .                               (1.3) 
 

Выясним условия разрешимости задачи (1.2), (1.3) и поточечной 
сходимости ее решения при 0→ε  к ограниченному при 0+→t  ре-

шению уравнения (1.1)  

Заменой переменной ε−ε= τet  задача (1.2), (1.3) сводится к за-

даче вида 
 

)()()()()( τ=τ+τ′−+τ′′ εεεε guBuIAu , ∞<τ≤0 ,              (1.4) 
 

0,)0( εε = xu , 0,)0( εε ′ε=′ xu ,                                (1.5) 
 

где ( )ε−ε=τ τ
εε exu ::)( , ( )ε−ε=τ τ

ε efg ::)( . 

Задача (1.4), (1.5) – это задача вида (I.1.1), (I.1.2). 
Рассмотрим характеристическое операторное уравнение 

 

OBIA =+Λ−+Λ )(2                                     (1.6) 
 

соответствующего однородного уравнения 
 

0)()()()( =τ+τ′−+τ′′ εεε uBuIAu , ∞<τ≤0 .                 (1.7) 
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Операторный дискриминант уравнения (1.6) имеет вид ∆ =  

BIA 4)( 2 −−= . 

Пусть выполнены следующие условия: 

1) ∆ 
2F= , где F – некоторый оператор из )(EL , OF ≠ ; 

2) AFFA = ; 

3) 1},{max 21 −<ηη=η , где })(|Re{max 11 Λσ∈λλ=η , 

})(|Re{max 22 Λσ∈λλ=η , )( kΛσ – спектр оператора kΛ  

( 2,1=k ); )(2 1
2,1 FAI m−=Λ −  – характеристические операторы 

уравнения (1.7); 
4) начальные значения 0,εx , 0,ε′x  удовлетворяют условиям 

 

[ ] 0lim 0,
0

1 =ε ε
η−

→ε
δ x ,                                   (1.8) 

 

[ ] 0lim 0,1
0

=Λε ε
η−

→ε
δ x ,                                  (1.9) 

 

[ ] 0lim 0,
1

0
=′ε ε

η−

→ε
δ x ,                                 (1.10) 

 

где δ+η=η δ 11 , δ+η=ηδ , δ  – сколь угодно малое фиксированное 

положительное число, такое что  
 

1−<ηδ .                                            (1.11)  
 

(такое ,δ  можно подобрать в силу условия 3)). 

Замечание 1.1. Для выполнимости условий (1.8) – (1.10) доста-
точно, чтобы для любого ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε , где *ε – произвольное 

сколь угодно малое положительное число, не превосходящее 0ε , вы-

полнялись соответственно следующие неравенства: 
 

ρ+η
ε

δε≤ 1
00, Lx , 

 

ρ+η
ε

δε≤Λ 00,1 Kx , 
 

ρ+−η
ε

δε≤′ 1
10, Tx , 

 

где 0L , 0K , 1T  – константы; 0L , 0K , 01 >T ; ρ  – произвольное сколь 

угодно малое фиксированное положительное число. 
Укажем некоторые соотношения, которые понадобятся в даль-

нейшем. 
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В силу условия 3) и неравенства (1.11) 
 

11 −<η δ ,                                             (1.12)  
 

12 −<η δ ,                                             (1.13)  

т.е. 
01 1 >η−− δ ,                                          (1.14)  

 

01 2 >η−− δ ,                                          (1.15) 
 

где δ+η=η δ 11 , δ+η=η δ 22 . 

В силу малости параметра ε  будем считать в дальнейшем, что 
1<ε . 

Из условия (1.9) следует, что  
 

[ ] 0lim 0,1
0

1 =Λε ε
η−

→ε
δ x ,                              (1.16) 

 

[ ] 0lim 0,1
0

2 =Λε ε
η−

→ε
δ x .                              (1.17) 

 

Из условия (1.10) следует, что 
 

[ ] 0lim 0,
1

0

1 =′ε ε
η−

→ε
δ x ,                                (1.18) 

 

[ ] 0lim 0,
1

0

2 =′ε ε
η−

→ε
δ x .                                (1.19) 

 

В дальнейшем понадобится также оценка роста операторной экс-
поненты. Пусть )(ELH ∈ , })(|Re{max Hσ∈λλ=η , где )(Hσ –

спектр оператора H. Тогда для произвольного сколь угодно малого 
фиксированного положительного числа δ  справедлива оценка 

 

ttH eMe δη
δ≤ , ∞<≤ t0 ,                             (1.20) 

 

где δM  – некоторая постоянная, 0>δM ; δ+η=ηδ  (в частности, за 

счет выбора δ  можно считать, что 0<ηδ  при 0<η ). 

Действительно, известно [3, с. 42], что 
 

η=
∞→ t

e tH

t

ln
lim . 

 

По определению предела, для взятого числа 0>δ  найдется число 
0)( >δ∆=∆ , такое, что для любого ∆>t  выполняется 
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δ+η<<δ−η
t

e tHln
, 

 

откуда, в частности, получаем 
 

ttH ee )( δ+η≤ , ∆>t .                               (1.21) 

Из равенства  
 

( ) ( )H t H t t te e e e− η+δ η+δ =
 

 
 

следует оценка 
ttH eKe )( δ+η

δ≤ , ∆≤≤ t0 ,                          (1.22) 

где 
( )

0
max H t t

t
K e e− η+δ

δ
≤ ≤ ∆

 =
 

. 
 

Полагая { }δδ = KM ;1max , получаем из (1.21), (1.22) оценку 

(1.20). 
В силу (1.20) 

tt eMe δη
δ

Λ ≤ 11
1 , ),0[ ∞∈t ;                        (1.23) 

 

tt eMe δη
δ

Λ ≤ 22
2 , ),0[ ∞∈t ,                        (1.24) 

 

где δ1M , δ2M  – некоторые постоянные; δ1M , 02 >δM . 

В дальнейшем неоднократно будут использоваться без дополни-
тельных ссылок известные неравенства [11, с. 123, 127, 265] 
 

xHxH ≤ , )(ELH ∈∀ , Ex ∈∀ ; 
 

2121 HHHH ≤ , )(, 21 ELHH ∈∀ ; 
 

∫∫ ≤
b

a

b

a

dsshdssh )()( . 

 

Теорема 1.1. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) 
при любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида 
 

)()(lnexp)( 210,1 tΙtΙx
t

tx εεεε ++








ε
ε+

Λ= ,                 (1.25) 

где    ( )∫ ε+
Λ−′ε









ε
ε+

Λ








ε+
ε+

Λ= εεε

t

s

ds
xx

s

s

t
tΙ

0

0,10,121 lnexplnexp)( , 
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ε+










ν

ε++ν









ε+
ε++ν

Λ








ε++ν
ε+

Λ= ∫∫
−

ε
s

ds
d

s

sf

s

s

s

t
tΙ

stt

0

12

0

2
)(

lnexplnexp)( . 

 
 

При выполнении условий 3), 4) справедлив предельный переход 
 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,                           (1.26) 

где 

s

ds
d

s

sf

s

s

s

t
tx

stt












ν

+ν







 +ν
Λ









+ν
Λ= ∫∫

−

0

12

0

0
)(

lnexplnexp)( .  (1.27) 

 

Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1). 

Это решение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена 

на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

Теорема 1.1 справедлива в силу лемм 1.1 – 1.4, изложенных ниже. 
Лемма 1.1. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) име-

ет решение вида (1.25). 
Доказательство. В силу условий 1), 2) выполняются условия 

теоремы I.1.1. Используя формулу (I.1.5), получаем решение задачи 
(1.4), (1.5): 

( ) +µΛ−′εµΛµ−τΛ+τΛ=τ ∫
τ

εεεε
0

0,10,120,1 )(exp])([exp)exp()( dxxxu  

[ ] ρ













µρµΛµ−ρ−τΛ+ ∫∫

ρ−τ

ε

τ

ddg
0

12

0

)()exp()(exp .                    (1.28) 

 

Проведя во втором слагаемом в правой части равенства (1.28) за-

мену 
ε

ε+
=µ

s
ln , а в третьем слагаемом последовательно заме-

ны
ε

ε+=ρ s
ln , 

ε+
ε++ν

=µ
s

s
ln  и возвращаясь к переменной t , получа-

ем решение вида (1.25) задачи (1.2), (1.3). Лемма 1.1 доказана. 
Лемма 1.2. При выполнении условий 1) – 3) функция вида (1.27) 

определена при любом ),0[ ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничена на ),0( ∞ . 

Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности операторной экспоненты и непрерыв-
ности функции )(sf  подынтегральная функция 
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ν
+ν








 +ν
Λ









+ν
Λ= ∫

−

d
s

sf

s

s

s

t

s
tsg

st

0

120
)(

lnexplnexp
1

),(  

 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ tρ , где ρ  – произвольное сколь угодно малое положительное чис-

ло. Покажем сходимость несобственного интеграла 
 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( .                                     (1.29) 

 

Для этого достаточно доказать сходимость несобственного инте-
грала 

dstsg
t

∫
0

0 ),( .                                        (1.30) 

 

Используя оценки (1.23), (1.24), получаем 
 

  ),(0 tsg ≤ν
+ν








 +νΛ








+ν
Λ≤ ∫

−

d
s

sf

s

s

s

t

s

st

0

12

)(
lnexplnexp

1
 

 

=ν
+ν








 +ν









+ν
≤ ∫

− ηη

δδ

δδ

d
s

sf

s

s

s

t
MM

s

st

0

21

)(1 12

 

 

ν+ν= ∫
−

−η−ηη−−η
δδ

δδ dssfstMM
st

0

11
21

2112 )()( .              (1.31) 

Далее,  
 

210210

1
212121

21
)(

)(
η−η

−=
η−η

+ν=ν+ν
η−ηη−η−η−η−

−η−η
∫

sts
ds

stst

.       (1.32) 

 

В силу (1.31), (1.32) 
 

≤),(0 tsg [ ]δδδ η−−η−−η−ηηδδ −
η−η

21212 11

21

21 )( sstsft
MM

.     (1.33) 

 

Тогда 
 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( [ ]dssstsft
MM

t

∫ δδδ η−−η−−η−ηηδδ −
η−η

0

11

21

21 21212 )( . 
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Полагая )(max)(
0

sftN
ts≤≤

= , получаем 

 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( [ ]dsssttNt
MM

t

∫ δδδ η−−η−−η−ηηδδ −
η−η

0

11

21

21 21212 )( . (1.34) 

 

Проведя непосредственное интегрирование, получаем 
 

[ ] δδδ η−

δδ

η−−η−−η−η

ηη
η−η=−∫ 22121

21

21

0

11 tdssst
t

.                 (1.35) 

 

В силу (1.34), (1.35) 
 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( )(
21

21 tN
MM

δδ

δδ

ηη
.                           (1.36) 

 

Из (1.36) следует сходимость несобственного интеграла (1.30) и 
тем самым сходимость несобственного интеграла (1.29), т.е. коррект-
ность определения функции )(0 tx . Учитывая (1.36) и неравенство 
 

dstsgdstsgtx
tt

∫∫ ≤=
0

0

0

00 ),(),()( , 

 

получаем 

≤)(0 tx )(
21

21 tN
MM

δδ

δδ

ηη
.                                 (1.37) 

 

Из оценки (1.37) видно, что функция )(0 tx  ограничена при 

0+→t . Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. 

∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

, то из (1.37) следует, что )(0 tx  ограничена на 

),0( ∞ . Лемма 1.2 доказана. 

В силу (1.14), (1.15) правая часть неравенства (1.33) при 0+→s  

сходится к нулю, следовательно, 
 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.                                        (1.38) 

 

Лемма 1.3. При выполнении условий 1) – 4) справедлив предель-
ный переход (1.26), где )(txε , )(0 tx  задаются формулами (1.25), (1.27). 

Доказательство. Покажем вначале, что первые два слагаемых в 
правой части формулы (1.25) сходятся к нулю при 0→ε . Используя 

оценку (1.23), получаем 
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0,10,1
11)(lnexp ε

η−η
δε

δδ εε+≤








ε
ε+Λ xtMx

t
.           (1.39) 

 

В силу (1.8) правая часть неравенства (1.39) сходится к нулю при 
0→ε , следовательно,  

 

0lnexplim 0,1
0

=
















ε
ε+Λ ε→ε

x
t

.                            (1.40) 

 

Используя оценки (1.23), (1.24), получаем 
 

≤
ε+

Λ−′ε








ε
ε+

Λ








ε+
ε+

Λ≤ ∫ εεε

t

s

ds
xx

s

s

t
tΙ

0

0,10,121 lnexplnexp)(  

 

=
ε+










ε
ε+










ε+
ε+Λ−′ε≤ ∫

δδ ηη

εεδδ

t

s

dss

s

t
xxMM

0

0,10,21

12

 

 

∫
−η−η

η

η

εεδδ ε+
ε

ε+Λ−′ε=
δ

δ t

dss
t

xxMM
0

1
0,10,21

21

1

2

)(
)(

.        (1.41) 

 

Далее,  
 

210210

1
212121

21
)()(

)(
η−η

ε−ε+=
η−η

ε+=ε+
η−ηη−ηη−η

−η−η
∫

ts
dss

tt

.    (1.42) 

 

В силу (1.41), (1.42) 

≤ε )(1 tΙ [ −Λ−′εεε+
η−η εε

η−ηδδ δδ
0,10,

21

21 11)( xxt
MM

 

]0,10,
22)( εε

η−η Λ−′εεε+− δδ xxt . 

В силу неравенства 
 

0,10,0,10, εεεε Λ+′ε≤Λ−′ε xxxx  
 

получаем 
 

≤ε )(1 tΙ ( )[ +Λε+′εε+
η−η ε

η−
ε

η−ηδδ δδδ
0,10,

1

21

21 111)( xxt
MM

 

( )]0,10,
1 222)( ε

η−
ε

η−η Λε+′εε++ δδδ xxt .                  (1.43) 
 

В силу (1.16) – (1.19) правая часть неравенства (1.43) при 0→ε  

сходится к нулю, следовательно, 
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0)(lim 1
0

=ε→ε
tΙ .                                        (1.44) 

 

Для справедливости предельного перехода (1.26) осталось пока-
зать, что  

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,                            (1.45) 

где ),(0 tsg – подынтегральная функция в правой части формулы (1.27), 

),( tsgε  имеет вид 
 

ν
ε++ν










ε+
ε++νΛ









ε++ν
ε+Λ

ε+
= ∫

−

ε d
s

sf

s

s

s

t

s
tsg

st

0

12
)(

lnexplnexp
1

),( . 

 

Для справедливости (1.45) достаточно показать, что 
 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.                        (1.46) 

 

Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в виде 
 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ′νκ= ∫
ε

κ dtsh
0

]),,,([ ,                    (1.47) 

где  

.
)(

lnexplnexp
1

),,,(
0

12 ν
κ++ν










κ+
κ++ν

Λ








κ++ν
κ+

Λ
κ+

=νκ ∫
−

d
s

sf

s

s

s

t

s
tsh

st

 

 

Запишем ),,,( tsh νκ  в виде 

ννκ
κ+

=νκ ∫
−

dtsp
s

tsh
st

0

),,,(
1

),,,( , 

где 

),,,( tsp νκ
κ++ν










κ+
κ++ν

Λ








κ++ν
κ+

Λ=
s

sf

s

s

s

t )(
lnexplnexp 12 . 

Тогда  

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν = +ννκ

κ+
− ∫

−

dtsp
s

st

0
2

),,,(
)(

1
 

[ ]
0

1
( , , , )

t s

p s t d
s

−

κ
′+ κ ν ν

+ κ ∫ .                            (1.48) 
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Имеем 
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s

s
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. 

 

Из условия 2) следует равенство 
 

1221 ΛΛ=ΛΛ .                                      (1.49) 
 

В силу (1.49)  

22
11 Λ=Λ ΛΛ tt ee .                                   (1.50) 

 

Учитывая (1.50) получаем 
 

[ ]( , , , )p s t κ
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−Λ




κ++νκ+
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κ++ν
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В силу (1.48), (1.51) 
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Тогда 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ ×
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+Λ

κ++νκ+
ν
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sf
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ss 2122 ))((

)(
)(

)()(
.   (1.52) 

 

 

В силу (1.23), (1.24) 
 

δη

δ 








κ++ν
κ+

≤








κ++ν
κ+

Λ
2

22 lnexp
s

t
M

s

t
,              (1.53) 

 
 
 

δη

δ 
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κ++ν
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κ+
κ++ν

Λ
1

11 lnexp
s

s
M

s

s
.                (1.54) 

 

Далее, 
 

≤
κ++νκ++νκ+κ+

ν−−
=

κ++νκ+κ+
ν−−

ssst

st

sst

st 111

))()(( 2
 

 

)()(

1
2 κ++νκ+

≤
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≤
κ++νκ++ν

ν
κ+

=
κ++νκ+

ν
sssss

1

)(

1

)()( 222
 

 

)()(

1
2 κ++νκ+
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≤
κ++νκ++νκ+

=
κ++νκ+ sssss

111

))((

1
2

 

 

)()(

1
2 κ++νκ+

≤
ss

.                         (1.57) 

 

В силу (1.52) – (1.57)  
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[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ]×Λ+Λ+
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δ

δ
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η

δδ )()()(2
)(

)(
21221 1
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sfsfsf
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t
MM  

νκ++ν× ∫
−
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Полагая )(max)( 1
0

1 sftN
ts

Λ=
≤≤

, )(max)( 2
0

2 sftN
ts

Λ=
≤≤

, получаем 

оценку вида 
 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ] ×
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η

δδ
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2

22121
)(

)(
)()()(2

s

t
tNtNtNMM  
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−η−η ds
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Имеем 
 

210

1
2121

21
)()(

)(
η−η

κ+−κ+=νκ++ν
η−ηη−η−

−η−η
∫

st
ds

st

.          (1.59) 

 

Заметим, что выражение в правой части (1.59) неотрицательно. 
Тогда 

=
η−η

κ+−κ+=
η−η

κ+−κ+ η−ηη−ηη−ηη−η

2121

21212121 )()()()( stst
 

 

2121

2121
2121

)()()()(

η−η
κ++κ+≤

η−η

κ+−κ+
=

η−ηη−ηη−ηη−η
stst

.    (1.60) 

 
 

В силу (1.59), (1.60) 
 

≤νκ++ν∫
−

−η−η ds
st

0

121)(
21

2121 )()(

η−η
κ++κ+ η−ηη−η st

.         (1.61) 

 

В силу (1.58), (1.61) 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤  

 

[ ]δδδδ η−−ηη−−η κ+κ++κ+κ+≤ 2211 22 )()()()()( ststtP ,       (1.62) 

где 

[ ])()()(2)( 21
21

21 tNtNtN
MM

tP ++
η−η

= δδ . 
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В силу (1.12), (1.13) 
 

δδ ηη ≤κ+ 11)( tt , δδ ηη ≤κ+ 22)( tt .                     (1.63) 
 

В силу (1.62), (1.63) 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ]δδδδ η−−ηη−−η κ++κ+ 2211 22 )()()( ststtP .   (1.64) 

 

Из (1.47) следует неравенство 

≤−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0

( , , , )h s t d
ε

κ
′κ ν κ∫ .              (1.65) 

 

В силу (1.64), (1.65) 
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Далее,  
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1
)( ssds .          (1.68) 

 

В силу (1.66) – (1.68) 
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Тогда 
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В силу (1.12), (1.13) имеем 11 >η− δ , 12 >η− δ . Тогда  
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[ ] [ ] 0)(
1

)(
0
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11 11111

→ε

η−η−η−

δ
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[ ] [ ] 0)(
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η−η−η−

δ

η−−η−− →−ε−ε+
η−

=−ε+ δδδδδ∫ ttdsss
t

. (1.71) 

 

Из (1.69) – (1.71) следует соотношение (1.46) и тем самым равен-
ство (1.45). В силу (1.25), (1.40), (1.44), (1.45) справедлив предельный 
переход (1.26). Лемма 1.3 доказана. 

Лемма 1.4. При выполнении условий 1) – 3) предельная функ- 
ция )(0 tx , задаваемая формулой (1.27), является решением уравне- 

ния (1.1). 
Доказательство. Запишем )(0 tx  в виде 
 

∫=
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dstsgtx
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00 ),()( , 

где 
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 +νΛ








+ν
Λ . 

 

Найдем )(0 tx′ . Для этого обоснуем возможность применения пра-

вила дифференцирования интеграла по параметру, т.е. покажем, что 
подынтегральная функция ),(0 tsg  и ее производная ttsg ]),([ 0 ′  непре-

рывны по ),( ts . Используя соотношение (1.38), доопределим ),(0 tsg  

по непрерывности в нуле: 
 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

. 

 

Следовательно, ),(0 tsg  непрерывна по ),( ts . Далее, используя 

(1.50), получаем 
 

[ ]( , , )
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12 sst

sf
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 +νΛ








+ν
Λ .    (1.72) 

 

Заметим, что функция ),,( tsw ν  и ее производная [ ]( , , )
t

w s t ′ν  не-

прерывны по ),( tν . Следовательно, 
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[ ]0( , )
t

g s t ′ [ ]
0
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t s
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w s t d w t s s t
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′= ν ν + −∫ .               (1.73) 

 

Запишем (1.72) в виде 
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w s t ′ν = ),,(
1

2 tsw
t

νΛ .                            (1.74) 

Заметим, что 

=− ),,( tsstw
s

sf

s

t

t

)(
lnexp

1
1 







Λ .                      (1.75) 

В силу (1.73) – (1.75) 
 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +ννΛ= ∫
−

dtsw
t

st

0

2 ),,(
1

s

sf

s

t

t

)(
lnexp

1
1 







Λ  

или 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +Λ= ),(
1

02 tsg
t s

sf

s

t

t

)(
lnexp

1
1 







Λ .           (1.76) 

 

Используя оценку (1.23), получаем 
 

δδ η−−η
δ≤







Λ 11 1
11 )(

)(
lnexp ssftM

s

sf

s

t
.             (1.77) 

 

В силу (1.14) правая часть неравенства (1.77) сходится к нулю при 
0+→s . Следовательно, 

0
)(

lnexplim 1
0

=


















Λ
+→ s

sf

s

t
s

.                         (1.78) 

 

В силу (1.38), (1.78) из (1.76) следует, что 
 

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .                                   (1.79) 

 

Соотношение (1.79) позволяет доопределить производную 

[ ]0( , )
t

g s t ′  по непрерывности в нуле: 

[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = . 

Таким образом, производная [ ]0( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . 

Имеем  
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[ ]0 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t
x t g s t ds g t t′′ = +∫  

 

или с учетом того, что 0),(0 =ttg , 

[ ]0 0

0

( ) ( , )
t

t
x t g s t ds′′ = ∫ .                              (1.80) 

Найдем )(0 tx ′′ . Для этого покажем вначале, что производная 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′  непрерывна по ),( ts . В силу (1.72), (1.73), (1.75) получаем 

равенство 
 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +ν
+ν

Λ







 +νΛ








+ν
Λ= ∫

−

d
ss

sf

s

s

s

t

t

st

0

2
12 )(

)(
lnexplnexp

1
 

 

s

sf

s

t

t

)(
lnexp

1
1 







Λ+ .                                                 (1.81) 

 

Подынтегральная функция 
 

)(

)(
lnexplnexp),,( 2

12 ss

sf

s

s

s

t
tsq

+ν
Λ








 +νΛ








+ν
Λ=ν  

 

непрерывна по ),( tν . Учитывая равенство (1.50), получаем 
 

[ ]( , , )
t

q s t ′ν
)(

)(
lnexplnexp

2
2

12 sst

sf

s

s

s

t

+ν
Λ








 +νΛ








+ν
Λ= .   (1.82) 

 

Из (1.82) видно, что производная [ ]( , , )
t

q s t ′ν непрерывна по ),( tν . 

Тогда, используя (1.81), получаем 
 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ [ ]2
0 0

1 1
( , , ) ( , , )

t s t s

t
q s t d q s t d

tt

− −
′= − ν ν + ν ν +∫ ∫  

 

s

sf

s

t

ts

sf

s

t

t
tsstq

t

)(
lnexp

1)(
lnexp

1
),,(

1
11212 







ΛΛ+






Λ−−+ . (1.83) 

 

Заметим, что  
 

),,(),,( 2 tswtsq νΛ=ν .                                 (1.84) 
 

В силу (1.82) 
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[ ]( , , )
t

q s t ′ν ),,(
1 2

2 tsw
t

νΛ= .                             (1.85) 
 

Далее,  

s

sf

s

t

t
tsstq

)(
lnexp

1
),,( 12 







ΛΛ=− .                     (1.86) 

 

В силу (1.83) – (1.86) справедливо представление 
 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ +ννΛ+ννΛ−= ∫∫
−− stst

dtsw
t

dtsw
t 0

2
22

0

22
),,(

1
),,(

1
 

 

s

sf

s

t
I

ts

sf

s

t

t

)(
lnexp)(

1)(
lnexp

1
112122 







Λ−Λ+






ΛΛ+  

 

или  

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ =  
 
















Λ−Λ+Λ+Λ−Λ=
s

sf

s

t
Itsg

t

)(
lnexp)(),()(

1
12102

2
22

. (1.87) 

 

В силу (1.38), (1.78) из (1.87) следует, что 
 

0
lim

+→s
[ ] 20( , ) 0

t
g s t ′′ = . 

 

Следовательно, производную [ ] 20( , )
t

g s t ′′ можно доопределить по 

непрерывности в нуле: 
 

[ ] [ ]2 20 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′′ ′′= = . 

 

Значит, производная [ ] 20( , )
t

g s t ′′  непрерывна по ),( ts . Учитывая 

(1.80), получаем  
 

[ ] [ ]20 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t t
s t

x t g s t ds g s t
=

′′ ′′′ = +∫ .            (1.88) 

 

Учитывая равенство 0),(0 =ttg , получаем из (1.76) 
 

[ ]0 2

( )
( , )

t
s t

f t
g s t

t=

′ = .                            (1.89) 
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В силу (1.87) – (1.89) справедливо равенство 
 

=′′ )(0 tx  



















Λ−Λ+Λ+Λ−Λ+= ∫∫
tt

ds
s

sf

s

t
Idstsgtf

t 0

121

0

02
2
22

)(
lnexp)(),()()(

1
 

 

или, в силу равенства AI −=−Λ+Λ 21 , 
 

=′′ )(0 tx [ ])()()()(
1

02
2
22

tΙAtxtf
t

−Λ−Λ+ ,                (1.90) 

где 

∫ 






Λ=
t

ds
s

sf

s

t
tΙ

0

1
)(

lnexp)( . 

 

В силу непрерывности функции )(tf и замкнутости операторов 

2Λ , A  из равенств (1.27), (1.90) следует, что ( )ECtx );,0()(0 ∞∈′′ , т.е. 

( )ECtx );,0()( 2
0 ∞∈ . 

В силу (1.76), (1.80) справедливо представление  
 

=′ )(0 tx [ ])()(
1

02 tΙtx
t

+Λ .                            (1.91) 

 

Используя формулы (1.90), (1.91), имеем 
 

=+′+′′ )()()( 000
2 txBtxAttxt +Ι−Λ−Λ+ )()()()( 02

2
2 tAtxtf  

 

)()(])([)()()()( 02
2
2002 tftxBIAtftxBtΙAtxA =+Λ−+Λ+=++Λ+  

 

в силу того, что OBIA =+Λ−+Λ 2
2
2 )( , ибо 2Λ  – корень характери-

стического уравнения (1.6). Лемма 1.4 доказана. 
Теорема 1.1 доказана. 

Пусть O=∆  и IA ≠ . Тогда )(2 1
021 AI −=Λ=Λ=Λ − , следова-

тельно, )(exp)(exp)(exp 021 ttt Λ=Λ=Λ . Формулы (1.25), (1.27) при-

нимают вид 
 

( ) +








ε
ε+Λ−′ε+









ε
ε+Λ= εεεε

t
xxx

t
tx lnlnexp)( 0,00,0,0  

 

ds
s

sf

s

t

s

t
t

ε+ε+
ε+










ε+
ε+Λ+ ∫

)(
lnlnexp

0

0 ;                            (1.92) 
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∫ 






Λ=
t

ds
s

sf

s

t

s

t
tx

0

00
)(

lnlnexp)( .                   (1.93) 

 

Пусть спектр оператора A удовлетворяет следующему условию: 
 

3)( >λ⊂σ CA ,                                       (1.94) 
 

где }3Re|{3 >λ∈λ=>λ CC . В силу теоремы об отображении спектра: 

))(())(( AA σϕ=ϕσ  [5, с. 314] из включения (1.94) следует, что спектр 

оператора )(2 1
0 AI −=Λ −  удовлетворяет условию  

 

10)( −<λ⊂Λσ C ,                                      (1.95) 
 

где }1Re|{1 −<λ∈λ=−<λ CC .  

Положим )}(|Remax{ 0Λσ∈λλ=η . В силу того, что спектр опе-

ратора является замкнутым множеством [7, с. 235], из условия (1.95) 
следует неравенство  

1−<η .                                              (1.96) 
 

В силу (1.20) справедлива оценка 
 

tt eMe δη
δ

Λ ≤0 , ),0[ ∞∈t ,                          (1.97) 
 

где δM  – некоторая постоянная, 0>δM ; δ+η=ηδ , δ  – произволь-

ное сколь угодно малое фиксированное положительное число. 
Учитывая неравенство (1.96), будем считать в дальнейшем, что 

число δ  выбрано таким образом, что 
 

1−<ηδ ,                                           (1.98) 

т.е. 
01 >η−− δ .                                          (1.99) 

 

Пусть начальные значения 0,εx , 0,ε′x  удовлетворяют условиям 
 

0
1

lnlim 0,
0

=








ε
ε δη−

ε→ε
x ,                        (1.100) 

 

0
1

lnlim 1
0,

0
=









ε
ε′ δη−

ε→ε
x .                        (1.101) 

 

Замечание 1.2. Для выполнимости условий (1.100), (1.101) доста-
точно, чтобы для любого ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε , где *ε – произвольное 
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сколь угодно малое положительное число, не превосходящее 0ε , вы-

полнялись соответственно следующие неравенства  
 

ρ+η
ε

δε≤ 00, Lx , 
 

ρ+−η
ε

δε≤′ 1
10, Tx , 

 

где 0L , 1T  – константы; 0L , 01 >T ; ρ  – произвольное сколь угодно 

малое фиксированное положительное число. 
Теорема 1.2. Пусть O=∆  и IA ≠ . Тогда задача (1.2), (1.3) при 

любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида (1.92). При  

выполнении условий (1.94), (1.100), (1.101) справедлив предельный 
переход 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,                        (1.102) 

 

где )(0 tx  задается формулой (1.93). Предельная функция )(0 tx  явля-

ется решением уравнения (1.1). Это решение ограничено при 0+→t . 

Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на 

),0( ∞ . 

Теорема 1.2 справедлива в силу лемм 1.5 – 1.8, изложенных ниже. 
Лемма 1.5. Задача (1.2), (1.3) при O=∆ , IA ≠  имеет решение 

вида (1.92).  

Доказательство. Напомним, что заменой переменной ε−ε= τet  

задача (1.2), (1.3) сводится к задаче (1.4), (1.5). В силу теоремы I.1.2 
задача (1.4), (1.5) имеет решение вида 

 

                         [ ]+τΛ−′+τΛ=τε )()(exp)( 00000 uuuu  

[ ]∫
τ

ε µµµ−τµ−τΛ+
0

0 )()()(exp dg .                   (1.103) 

 

Проведя в интеграле в правой части формулы (1.103) замену 

ε
ε+

=µ
s

ln  и возвращаясь к переменной t , получаем решение вида 

(1.92) задачи (1.2), (1.3). Лемма 1.5 доказана. 
Лемма 1.6. При выполнении условия (1.94) функция вида (1.93) 

определена при любом ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничена на ),0( ∞ . 
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Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности операторной экспоненты и непрерыв-
ности функции )(sf  подынтегральная функция  

 

s

sf

s

t

s

t
tsg

)(
lnlnexp),( 00 







Λ=                     (1.104) 

 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ tρ , где ρ  – произвольное сколь угодно малое положительное чис-

ло. Покажем сходимость несобственного интеграла 
 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( .                                 (1.105) 

 

Используя оценку (1.97) и неравенство (1.99), получаем 
 

),(0 tsg ≤






Λ≤
s

sf

s

t

s

t )(
lnlnexp 0  

0    ln)(
0

1

+→

η−−η
δ →≤ δδ

ss

t
ssftM ,         (1.106) 

 

ибо при любом 0>ρ  

0lnlim
0

=






 ρ

+→ s

t
s

s
.                            (1.107)  

 

Из (1.106) следует, что 
 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.                              (1.108)  

 

Используя соотношение (1.108), доопределим функцию ),(0 tsg  

по непрерывности в нуле: 
 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.                     (1.109)  

 

Таким образом, значение 0=s  является устранимой точной раз-

рыва подынтегральной функции ),(0 tsg . Отсюда следует сходимость 

несобственного интеграла (1.105). 
В силу (1.106) справедлива оценка 
 

dstsg
t

∫
0

0 ),( ds
s

t
stNtM

t

  ln)(
0

1
∫ δδ η−−η

δ≤ ,          (1.110) 
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где )(max)(
0

sftN
ts≤≤

= . Применяя формулу интегрирования по частям 

и учитывая справедливость предельного перехода (1.107) при δη−=ρ , 

получаем 

δδ η−

δ

η−−

η
=∫ t

t
ds

s

t
s

t

2
0

1   ln .                         (1.111) 

 

В силу (1.110), (1.111) имеем 
 

dstsg
t

∫
0

0 ),( )(
2

tN
M

δ

δ

η
≤ .                         (1.112) 

 

Учитывая оценку (1.112) и неравенство 
 

dstsgdstsgtx
tt

∫∫ ≤=
0

0

0

00 ),(),()( , 

 

получаем 
 

)(0 tx )(
2

tN
M

δ

δ

η
≤ .                              (1.113) 

 

Из оценки (1.113) видно, что функция )(0 tx  ограничена при 

0+→t . Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. 

∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

, то из (1.113) следует ограниченность )(0 tx на 

),0( ∞ . Лемма 1.6 доказана. 

Лемма 1.7. При выполнении условий (1.94), (1.100), (1.101) спра-
ведлив предельный переход (1.102), где функции )(txε , )(0 tx  заданы 

формулами (1.92), (1.93). 
Доказательство. Покажем вначале, что внеинтегральные члены в 

правой части формулы (1.92) сходятся к нулю при 0→ε . Из условия 
(1.100) следует, что 

[ ] 0lim 0,
0

=ε δη−
ε→ε

x .                              (1.114) 

 

Используя оценку (1.97) и соотношение (1.114), получаем 
 

≤








ε
ε+Λ ε 0,0 lnexp x

t
0    )(

0
0,

→ε
ε

η−η
δ →εε+ δδ xtM , 

 

следовательно, 



67 

0lnexplim 0,0
0

=
















ε
ε+Λ ε→ε

x
t

.                     (1.115)  

 

В силу (1.97), (1.101) имеем 
 

≤
ε

ε+′ε








ε
ε+Λ ε

t
x

t
lnlnexp 0,0 =+ε′ε+ δδ η−η

δ
ε

ε
ln )( 1

0,ε
t

xtM  
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ε

1
ln

ε

ε
ln

  
ε

1
ln )(

0ε

1
0,ε

→

η−η
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 ε′ε+= δδ

t

xtM ,          (1.116) 

ибо  

1     

ε

1
ln

ε

ε
ln

lim
0

=

+

→ε

t

.                                (1.117) 

Из (1.116) видно, что  
 

0lnlnexplim 0,0
0

=








ε
ε+′ε









ε
ε+Λ ε

→ε

t
x

t
.             (1.118) 

 

Используя соотношения (1.97), (1.100), (1.117), получаем 
 

≤
ε

ε+Λ−








ε
ε+Λ ε

t
x

t
ln)(lnexp 0,00  

 

               =
+

Λεε+≤ ε
η−η

δ
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1
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ε

ε
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ε

1
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0ε
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 εΛε+= δδ

t

xtM , 

следовательно,  
 

0ln)(lnexplim 0,00
0

=








ε
ε+Λ−









ε
ε+Λ ε

→ε

t
x

t
.          (1.119) 

 

В силу (1.115), (1.118), (1.119) для справедливости предельного 
перехода (1.102) осталось показать, что 

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,                      (1.120) 
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где ),(0 tsg  задается формулой (1.104), ),( tsgε  имеет вид 
 

ε+ε+
ε+










ε+
ε+

Λ=ε
s

sf

s

t

s

t
tsg

)(
lnlnexp),( 0 . 

 

Для справедливости равенства (1.120) достаточно показать, что 
 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.                     (1.121) 

 

Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в виде 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ′κ= ∫
ε

κ dtsh
0

]),,([ ,                 (1.122) 

где  
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)(
lnlnexp),,( 0 . 

Учитывая, что  

ln
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s κ
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 + κ 
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,                      (1.123) 

получаем 
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sf
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t
.                   (1.124) 

 

Обозначая через 1W , 2W , 3W  слагаемые в правой части равенства 

(1.124), получаем в силу (1.122)  
 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ= ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 , 

откуда 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ≤ ∫∫∫
εεε

dWdWdW
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1 . 
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Тогда 

                     dstsgtsg
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0 ),(),( +
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0 0
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dsdWdsdW
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2 .       (1.125) 

Покажем, что каждое из слагаемых в правой части неравенства 
(1.125) сходится к нулю при 0→ε . Положим )(max)( 0

0
0 sftN

ts
Λ=

≤≤
. 

Применяя оценку (1.97) и неравенство 11)( −− ≤κ+ tt , получаем 
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Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
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где  
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Так как ts≤≤0 , то 11 )()( −− κ+≤κ+ st , следовательно, 
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Будем считать за счет выбора числа 0>δ , что 2−≠δ+η=ηδ , 

т.е. 02 ≠η+ δ . Тогда 
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В силу соотношений (1.128), (1.129) получаем 
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В силу (1.127), (1.130) справедливо неравенство 
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В силу (1.126), (1.131) 
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Найдем каждый из интегралов в правой части неравенства (1.132). 
Используя формулу интегрирования по частям, получаем 
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ибо из условия (1.98) следует неравенство 0>η− δ , в силу которого 

справедливо соотношение 
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Далее, используя формулу (1.111), получаем 
 

=)(5 tΙ ==







∫∫ δδ

δ
η−−η+

η+

ds
s

t
stds

s

t

s

t
tt

0

11

0

1

lnln  

22
1 1

δ

η−

δ

η+

η
=

η
= δδ t

tt .                                             (1.134) 

 

В силу (1.133), (1.134) имеем 
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Далее, 
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ибо 01 >η−− δ  (см. (1.99)). Далее,  
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В силу (1.136), (1.137) справедливо соотношение 
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В силу (1.135), (1.138) правая часть неравенства (1.132) сходится 
к нулю при 0→ε , следовательно, 
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Докажем, что 
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Используя оценку (1.97) и неравенство 11)( −− ≤κ+ tt , получаем 
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В силу (1.141), (1.142) справедливо неравенство 
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Далее, 
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В силу (1.144), (1.145)  
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В силу (1.146) правая часть неравенства (1.143) сходится к нулю 
при 0→ε , откуда следует соотношение (1.140). 

Покажем, что 
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Применяя оценку (1.97), получаем 
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В силу (1.98) справедливо неравенство 01 <η+ δ , следовательно, 

δδ η+η+ ≤κ+ 11)( tt . Тогда 
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В силу (1.148), (1.149) 
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откуда следует соотношение (1.147). 
Из соотношений (1.139), (1.140), (1.147) и неравенства (1.125) вы-

текает равенство (1.121), следовательно, справедлив предельный пере-
ход (1.102). Лемма 1.7 доказана. 

Лемма 1.8. При выполнении условия (1.94) предельная функция 
)(0 tx , задаваемая формулой (1.93), является решением уравнения (1.1). 

Доказательство. Исходя из формулы (1.105), найдем )(0 tx′ . В си-

лу (1.109) подынтегральная функция ),(0 tsg  непрерывна по ),( ts . 
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Используя неравенства (1.97), (1.99), получаем 
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В силу соотношений (1.108), (1.152) и замкнутости оператора 0Λ  

из формулы (1.150) следует, что 
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Используя соотношение (1.153), доопределим производную 
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Найдем )(0 tx ′′ . Для этого покажем, что производная [ ] 20( , )
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Тогда 
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Применяя оценку (1.97), получаем 
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В силу соотношений (1.99), (1.107) имеем 
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В силу (1.157) правая часть неравенства (1.156) сходится к нулю 
при 0+→s , следовательно,  
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Используя соотношение (1.158), доопределим производную 
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Запишем формулу (1.155) в виде 
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Тогда 
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(сходимость несобственного интеграла (1.161) следует из соотношения 
(1.152)). В силу (1.150) 
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В силу (1.159), (1.160), (1.162) 
 

[ ])()2()()()(
1

)( 000
2
020 tΙItxtf

t
tx −Λ+Λ−Λ+=′′ .       (1.163) 

 

Из записи производной )(0 tx ′′  в виде 
 






+

Λ−Λ







Λ+=′′ ∫ ds
s

sf

s

t

s

t
tf

t
tx

t

0

0
2
0

020
)()(

lnlnexp)(
1

)(  

 

                     




−Λ







Λ+ ∫ ds
s

sfI

s

t
t

0

0
0

)()2(
lnexp  

 

следует в силу непрерывности функции )(tf  включение 

)(0 tx ′′ ( )EC );,0( ∞∈ , а это означает, что )(0 tx ( )EC );,0(2 ∞∈ . 

В силу (1.150), (1.154) 
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Используя формулы (1.163), (1.164), получаем 
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ибо OBIA =+Λ−+Λ 0
2
0 )( , OAI =+−Λ02  в силу равенств 

)()2/1(0 AI −=Λ , 2)()4/1( IAB −= . Показано, что функция )(0 tx  

является решением уравнения (1.1). Лемма 1.8 доказана 
Теорема 1.2 доказана. 

Замечание 1.3. Если )(tf  при 0+→t  является бесконечно ма-

лой порядка α : 
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,                             (1.165) 

 

то утверждение теоремы 1.2 остается в силе при менее ограничитель-
ном условии на операторный коэффициент A, нежели условие 

3)( >λ⊂σ CA , а именно, при условии 
 

α−>λ⊂σ 23)( CA ,                                    (1.166) 
 

где }23Re|{23 α−>λ∈λ=α−>λ CC . 

Действительно, в этом случае, используя оценку (1.97) и условие 
(1.165), получаем 
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ибо в силу (1.166) справедливо неравенство 01 >α+η−− δ  и в силу 

(1.107) 
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Пусть ∆ O=  и IA = , тогда OB = , O=Λ0 . В этом случае урав-

нение (1.1) и задача (1.2), (1.3) принимают следующий вид: 
 

)()()(2 tftxttxt =′+′′ , ∞<< t0 ,                      (1.167) 
 

)()()()()( 2 tftxttxt =′ε++′′ε+ εε , ∞<≤ t0 ,              (1.168) 
 

0,)0( εε = xx , 0,)0( εε ′=′ xx .                           (1.169) 
 

Формулы (1.92), (1.93) принимают вид 
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ε
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Исходя из формул (1.170), (1.171), приходим к следующему ут-
верждению. 

Теорема 1.3. Задача (1.168), (1.169) имеет решение вида (1.170). 
Если начальные значения 0,εx , 0,ε′x  удовлетворяют условиям вида 
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δ+−
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0,   x , ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε ,  
 

где *  , εδ – произвольные сколь угодно малые фиксированные положи-

тельные числа, а функция )(tf  удовлетворяет условию вида 
 

∞≠=ρ++→
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)(
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sf
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, 

 

где ρ  – произвольное сколь угодно малое фиксированное положи-

тельное число, то 
 

)()(lim 0
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txtx =ε
→ε

, ),0( ∞∈t , 

 

где )(0 tx  задается формулой (1.171). Предельная функция )(0 tx  явля-

ется решением уравнения (1.167). Это решение ограничено при 
0+→t . 

 
§ 2. Решение уравнения Эйлера в терминах 

косинус и синус оператор-функций 
 

Найдем решение задачи (1.2), (1.3) и уравнения (1.1) в терминах 
косинус и синус оператор-функций. 

Напомним, что заменой переменной ε−ε= τet  задача (1.2), (1.3) 

сводится к задаче (1.4), (1.5). 
Пусть )()2/1( AI −=Λ . В этом параграфе также используются 

следующие обозначения: для любого )(ELQ ∈  )(Qσ  – спектр опера- 
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тора Q , })(|Re{min QQ σ∈λλ=µ , })(|Re{max QQ σ∈λλ=ν , 

},{max QQQ µ−ν=ω . Заметим, что 0≥ωQ . 

Пусть выполнены следующие условия: 

1) операторный дискриминант ∆ BIA 4)( 2 −−=  удовлетворяет 

условию ∆ 2F= , где )(ELF ∈ , OF ≠ ;  

2) AFFA = ; 

3) 3)( >λ⊂σ CA , где }3Re|{3 >λ∈λ=>λ CC ; 

4) в предположении, что выполнены условия 1) – 3) справедливо 
неравенство )1(2 Λν−−<ωF ; 

5) 1
00,   −

ε ε≤ Lx , 2
10,   −

ε ε≤′ Lx , где 0L , 1L  – постоянные; 0L , 

01 >L . 

Замечание 2.1. Так как 0≥ωF , то для корректности условия 4) 

необходимо, чтобы выполнялось неравенство 01 >ν−− Λ . 

Последнее неравенство следует из условия 3) (см. (1.96) ). 
В дальнейшем понадобятся косинус-оператор-функция с произ-

водящим оператором 2
1

4

1

4

1
F=∆=∆ : 

 














+=







=
− tFtF

eeFtCtC 2

1

2

1
2

2

1

4

1
,)(                        (2.1) 

 

и ассоциированная с ней синус-оператор-функция 
 

∫ ττ=






=
t

dCFtStS
0

2 )(
4

1
,)( .                              (2.2) 

 

Напомним, что для функций (2.1), (2.2) справедливы формулы 
(I.2.3) – (I.2.5), (I.2.8). 

Замечание 2.2. Если )}(|)({)( 1 ELQELQELGF ∈∃∈=∈ − , то 

)(tS  можно записать в виде 
 

=






= 2

4

1
,)( FtStS 













−

−− tFtF
eeF 2

1

2

1
1 . 

 

Теорема 2.1. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) 
при любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида 
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( ) +







Λ−′ε









ε
ε+

+








ε
ε+










ε
ε+

Λ= εεεε 0,0,0, lnlnlnexp)( xx
t

Sx
t

C
t

tx  

 

τ
ε+τ

τ









ε+τ
ε+Λ









ε+τ
ε++ ∫ d

ftt
S

t

0

)(
lnexpln .                                     (2.3) 

 

При выполнении условий 3) – 5) справедлив предельный переход 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,                              (2.4) 

где 

∫ τ
τ
τ










τ
Λ









τ
=

t

d
ftt

Stx
0

0
)(

lnexpln)( .                     (2.5) 

 

Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1). 

Это решение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена 

на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

Теорема 2.1 справедлива в силу лемм 2.1 – 2.4, изложенных ниже. 
Лемма 2.1. При выполнении условий 1), 2) функция (2.3) являет-

ся решением задачи (1.2), (1.3). 

Доказательство. Заменой переменной ε−ε= set  задача (1.2), 

(1.3) сводится к задаче вида (1.4), (1.5) с s=τ , т.е. к задаче 
 

)()()()()( sgsuBsuIAsu εεεε =+′−+′′ , ∞<≤ s0 ,            (2.6) 
 

0,)0( εε = xu , 0,)0( εε ′ε=′ xu ,                            (2.7) 
 

где ( )ε−ε= εε
sexsu )( , ( )ε−ε=ε

sefsg )( . Задача (2.6), (2.7) – это за-

дача вида (I.1.1), (I.1.2). В силу условий 1), 2) выполняются условия 
теоремы I.2.1. В силу формулы (I.2.6) задача (2.6), (2.7) имеет решение 

 

( ) ( ),0 ,0 ,0( ) exp ( ) ( )u s s C s x S s x xε ε ε ε ′= Λ + ε − Λ +   

[ ]∫ ρρρ−Λρ−+ ε

s

dgssS
0

)()(exp)( .                             (2.8) 

 

После замены переменной ( )εε+τ=ρ /)(ln  в интеграле в правой 

части формулы (2.8) и возвращения к прежней переменной t формула 
(2.8) принимает вид (2.3). Лемма 2.1 доказана. 
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Для обоснования предельного перехода (2.4) потребуются оценки 
сверху для нормы косинус и синус оператор-функций с производящим 

оператором 2Q , где )(ELQ ∈ , т.е. для функций 
 

( )tQtQ eeQtCtC −+==
2

1
),()( 2 , ∫ ττ==

t

dCQtStS
0

2 )(),()( . 

 

В силу оценки (1.20) для любого 0>δ  найдется такая постоянная 
0>δM , что 

ttQ QeMe
δν

δ≤ , ∞<≤ t0 ,                              (2.9) 

где δ+ν=νδ
QQ . 

Замечание 2.3. В силу неравенства (2.9) для любого 0>ρ  най-

дется такая постоянная 0>ρN , что 

ttQ QeNe
δ
−ν

ρ
− ≤ , ∞<≤ t0 ,                           (2.10) 

 

где ρ+ν=ν −
ρ
− QQ  или ρ+µ−=νρ

− QQ , ибо QQ µ−=ν− . 

Замечание 2.4. В силу неравенств (2.9), (2.10) справедлива оценка 
 

tQeKtC
ρδω

ρδ≤
,

,)( , ∞<≤ t0 ,                         (2.11) 
 

где },max{, ρδρδ = NMK , { }ρ
−

δρδ νν=ω QQQ ,max, . 

Замечание 2.5. Используя оценку (2.11), получаем 
 









−

ω
≤

ρδω
ρδ
ρδ 1)(

,

,
, t

Q

Qe
K

tS , ∞<≤ t0 .                   (2.12) 

 

Действительно,  

≤ττ≤ ∫
t

dCtS
0

)()( =τ∫
τω

ρδ

ρδ

deK
t

Q

0

,

,

=
ω

τω
ρδ
ρδ

ρδ
t

Q

Qe
K

0

,
,

,









−

ω
=

ρδω
ρδ
ρδ 1

,

,
, t

Q

Qe
K

. 

 

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия 1) – 4). Тогда функция (2.5) 
определена при любом ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничена на ),0( ∞ . 
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Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу непрерывности синус-оператор-функции, операторной экспо-
ненты и функции )(τf  подынтегральная функция 

 

τ
τ










τ
Λ









τ
=τ )(

lnexpln),(0
ftt

Stg ,                    (2.13) 

 

представляющая собой композицию операторной и векторной функ-
ций, непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежут-
ке ],[ t∆ , ∆  – произвольное сколь угодно малое положительное чис-

ло. Покажем, что 
0),(lim 0

0
=τ

+→τ
tg .                                        (2.14) 

В силу оценки (2.12) при FQ
2

1=  имеем 
















−









τω
≤









τ

ρδω

ρδ
ρδ

1ln

,

2

1

,

2

1

, FtKt
S

F

.                       (2.15) 

В силу оценки (2.9) для любого 0>δ′  найдется такая постоянная 
0>δ′M , что 

δ′
Λν

δ′ 








τ
≤









τ
Λ

t
M

t
lnexp ,                         (2.16) 

где δ′+ν=ν Λ
δ′
Λ . 

Положим )(max)(
0

τ=
≤τ≤

ftN
t

. 

В силу неравенств (2.15), (2.16) получаем 
 

≤τ ),(0 tg ≤
τ
τ










τ















−









τω

δ′
Λ

ρδ νω

ρδ
ρδδ′ )(

1

,

2

1

,

2

1

, fttKM t

F

F  

0)(
0

1

,

2

1

,

,

2

1
,

2

1

+→τ

ν−ω−−ν+ω

ρδ
ρδδ′ →τ

ω
≤

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
ttN

KM

F

,             (2.17) 

 

ибо в силу условия 4) и за счет выбора δ′ρδ  , ,  можно считать, что 

01 ,

2

1 >ν−ω−− δ′
Λ

ρδ

F
.                                  (2.18) 
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Действительно,  

⇒ν−−<












µ−ν=ω⇒ν−−<ω ΛΛ 1,max)1(2
2

1

2

1

2

1
FFF

F  

 

=ρ+µ−ν−−<ν=δ+ν⇒ν−−<µ−ν−−<ν⇒ Λ
δ

ΛΛ
FFFFF

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 ,11,1

 

⇒ν−−<ω=












νν⇒ν−−<ν= Λ
ρδρ

−

δ
Λ

ρ 1,max1 ,

2

1

2

1

2

1

2

1
FFFF

 

 
 

011 ,

2

1
,

2

1 >ν−ω−−⇒ν−−<ω⇒ δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
. 

 

Из соотношения (2.17) следует справедливость равенства (2.14). 
Используя (2.14), доопределим функцию ),(0 tg τ  по непрерывно-

сти в нуле: 
0),(lim),0( 0

0
0 =τ=

+→τ
tgtg .                           (2.19) 

 

Итак, точка 0=τ  является устранимой точкой разрыва подынте-
гральной функции ),(0 tg τ . Отсюда следует сходимость несобствен-

ного интеграла ∫ ττ
t

dtg
0

0 ),( , т.е. существование функции (2.5). 

Используя (2.17), получаем 
 

 

≤ττ≤ττ ∫∫
tt

dtgdtg
0

0

0

0 ),(),(  

 

=ττ
ω

≤ ∫

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−−ν+ω

ρδ
ρδδ′

dttN
KM t

F

FF

0

1

,

2

1

,

,

2

1
,

2

1

)(  

 

)()(

,

2

1
,

2

1

,

0

,

2

1
,

2

1

,

,

2

1,

2

1

tN
KM

ttN
KM

FF

t

FF

F
F














ν−ω−ω

=
ν−ω−

τ
ω

=
δ′
Λ

ρδρδ

ρδδ′
δ′
Λ

ρδ

ν−ω−
ν+ω

ρδ
ρδδ′

δ′
Λ

ρδ
δ′
Λ

ρδ

, 

 

ибо в силу неравенства (2.18) 
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0,

2

1 >ν−ω− δ′
Λ

ρδ

F
.                                       (2.20) 

Получена оценка  
 

≤ττ∫
t

dtg
0

0 ),( )(

,

2

1
,

2

1

, tN
KM

FF 












ν−ω−ω δ′

Λ
ρδρδ

ρδδ′
,                   (2.21) 

 

из которой следует ограниченность функции (2.5) при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ : 
 

.)(sup
),0[

∞<=
∞∈

CtN
t

 

 

то из оценки (2.21) следует ограниченность функции (2.5) на ),0( ∞ . 

Лемма 2.2 доказана. 
Лемма 2.3. При выполнении условий 1) – 5) справедлив предель-

ный переход (2.4). 
Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . 

Покажем вначале, что внеинтегральные члены в правой части форму-
лы (2.3) сходятся к нулю при 0→ε . В силу оценки (2.9) при Λ=Q  

справедливо неравенство 
δ′
Λν

δ′ 








ε
ε+≤









ε
ε+Λ t

M
t

lnexp .                    (2.22) 

В силу оценки (2.11) при FQ
2

1=  справедливо неравенство 

ρδω

ρδ 








ε
ε+≤









ε
ε+

,

2

1

,ln Ft
K

t
C .                     (2.23) 

 

В силу (2.22), (2.23) и условия 5) получаем 
 

≤








ε
ε+










ε
ε+Λ ε 0,lnlnexp x

t
C

t
 

 

0)(
0

1

0,

,

2

1
,

2

1

→ε

ν−ω−−ν+ω

ρδδ′ →εε+≤

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
tLKM  

в силу (2.18), откуда следует сходимость первого внеинтегрального члена 

в правой части (2.3) к нулю при 0→ε . В силу (2.12) при FQ
2

1=  имеем 
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ρδρδ ω

ρδ
ρδ

ω

ρδ
ρδ










ε
ε+

ω
≤














−









ε
ε+

ω
≤









ε
ε+

,

2

1
,

2

1

,

2

1

,

,

2

1

,
1ln FF tKtKt

S

FF

.    (2.24) 

 

В силу (2.22), (2.24) и условия 5) получаем 
 

≤′ε








ε
ε+










ε
ε+Λ ε 0,lnlnexp x

t
S

t
 

 

0)(
0

1

1,

2
1

,

,

2

1
,

2

1

→ε

ν−ω−−ν+ω

ρδ
ρδδ′ →εε+

ω
≤

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
tL

KM

F

, 

откуда следует сходимость второго внеинтегрального члена в (2.3) к 
нулю при 0→ε . В силу (2.22), (2.24) и условия 5) имеем 

 

≤−








ε
ε+










ε
ε+Λ ε 0,)(

2

1
lnlnexp xIA

t
S

t
 

0)(
2

1
0

1

0,

2

1

,

,

2

1
,

2

1

→ε

ν−ω−−ν+ω

ρδ
ρδδ′ →εε+−

ω
≤

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
tIAL

KM

F

, 

 

откуда следует сходимость третьего внеинтегрального члена в (2.3) к 
нулю при 0→ε . 

Для справедливости соотношения (2.4) осталось показать, что 

ττ=ττ ∫∫ ε→ε
dtgdtg

tt

0

0

0
0

),(),(lim ,                       (2.25) 

где  

ε+τ
τ










ε+τ
ε+

Λ








ε+τ
ε+

=τε
)(

lnexpln),(
ftt

Stg , 

),(0 tg τ  задается формулой (2.13). Для справедливости (2.25) доста-

точно показать, что 

0]),(),([lim
0

0
0

=ττ−τ∫ ε→ε
dtgtg

t

.                     (2.26) 

В силу оценки 

∫∫ ττ−τ≤ττ−τ εε

tt

dtgtgdtgtg
0

0

0

0 ),(),(]),(),([  
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для справедливости (2.26) достаточно показать, что 
 

0),(),(lim
0

0
0

=ττ−τ∫ ε→ε

t

dtgtg .                     (2.27) 

 

Запишем разность ),(),( 0 tgtg τ−τε  в виде 
 

),(),( 0 tgtg τ−τε
0

( )
ln exp ln

t t f
S d

ε

κ

′
 + κ + κ τ    = Λ κ    τ + κ τ + κ τ + κ    
∫ . (2.28) 

 

Обозначим выражение в квадратных скобках в (2.28) через 
),,( th τκ . Тогда 

 [ ]( , , ) ln
t

h t Sκ
κ

′
 + κ  ′κ τ =   τ + κ  

+
κ+τ

τ









κ+τ
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( )f
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 τ + κ 

. 

 

Используя формулу (1.123) при τ=s , получаем 
 

[ ]( , , )h t κ
′κ τ −
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τ
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κ+τ
κ+− ftt

S .                             (2.29) 

 

Обозначая через 1W , 2W , 3W  слагаемые в правой части (2.29), 

получаем в силу (2.28)  
 

),(),( 0 tgtg τ−τε κ+κ+κ= ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 , 

откуда 
 

),(),( 0 tgtg τ−τε κ+κ+κ≤ ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 . 
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Тогда 
 

ττ−τ∫ ε dtgtg
t

0

0 ),(),( +τ











κ≤ ∫ ∫
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ddW
t

0 0

1  
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κ+ ∫ ∫∫ ∫
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В силу (2.9), (2.11) имеем 
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Обозначив выражение перед квадратными скобками через )(1 tP , 

получаем оценку 
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Тогда 
 
 
 

≤τ











κ∫ ∫

ε

ddW
t

0 0

1 =τ




















 τ−








ε+
ε+τ

∫
δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−−ν−ω−−

d
tt

tP
t

FF

0

11

1

,

2

1
,

2

1

)(  

 
 

=























 τ−








ε+
ε+τε+

ν−ω−
=

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−ν−ω−

δ′
Λ

ρδ

tt

F

FF

t
t

t
t

tP

00

,

2

1

1

,

2

1
,

2

1

)(
)(

 

 
 

0   1)(
)(

0,

2
1

1

,

2

1

→ε

ν−ω−

δ′
Λ

ρδ →
















−






















ε+
ε−ε+

ν−ω−
=

δ′
Λ

ρδ

t
t

t
tP F

F

 

 
 
 
 
 

в силу (2.20), откуда следует, что 
 
 

0lim
0 0

1
0

=τ











κ∫ ∫

ε

→ε
ddW

t

.                                (2.31) 

 
 
 

Аналогично, в силу (2.9), (2.12) имеем 
 
 
 

≤2W
2,

2

1

,

)(

)(

2

1
,

2

1

κ+τ
τ−










κ+τ
κ+

ω
−

δ′
Λ

ρδ ν+ω

ρδ
ρδδ′ tt

t

tNKM
AI F

F

. 

 
 

Проведя те же выкладки, что и выше, получаем соотношение 
 
 

0lim
0 0

2
0

=τ











κ∫ ∫

ε

→ε
ddW

t

.                             (2.32) 

 
 

В силу (2.9), (2.12) справедливо неравенство 
 
 

≤3W
2,

2

1

,

)(

1
)(

,

2

1

κ+τ









κ+τ
κ+

ω

δ′
Λ

ρδ ν+ω

ρδ
ρδδ′ Ft

tN
KM

F

. 

 
 

Тогда 
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≤κ∫
ε

dW
0

3 ≤
κ+τ
κ










κ+
κ+τ

ω ∫
ε ν−ω−

ρδ
ρδδ′

δ′
Λ

ρδ

0
2,

2

1

,

)(
)(

,

2

1 d

t
tN

KM F

F

 

 

=κκ+τ
ω

≤ ∫
ε ν−ω−−

ν−ω−ρδ
ρδδ′

δ′
Λ

ρδ

δ′
Λ

ρδ
0

2

,

2
1

,

,

2

1

,

2

1

)(
)(

d

t

tNKM F

FF

 

 

ε
ν−ω−−

δ′
Λ

ρδρδ

ν+ω

ρδδ′

δ′
Λ

ρδ
δ′
Λ

ρδ

κ+τ














ν−ω−−ω

=

0

1

,

2

1
,

2

1

,

,

2

1

,

2

1

)(

1

)( F

F

FF

ttNKM
. 

 

Обозначив последнюю дробь через )(3 tP , получаем оценку 
 

≤κ∫
ε

dW
0

3

















τ−ε+τ

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−−ν−ω−− ,

2

1
,

2

1 11

3 )()(
FF

tP . 

 

Тогда 
 
 

≤τ











κ∫ ∫

ε

ddW
t

0 0

3 =τ
















τ−ε+τ∫

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−−ν−ω−−

dtP
t

FF

0

11

3

,

2

1
,

2

1

)()(  

 

=



















τ−ε+τ
ν−ω−

=

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ ν−ω−ν−ω−

δ′
Λ

ρδ

tt

F

FFtP

00

,

2

1

3

,

2

1
,

2

1

)(
)(

 

 

0   )(
)(

0,

2

1

3

,

2

1
,

2

1
,

2

1

→ε

ν−ω−ν−ω−ν−ω−

δ′
Λ

ρδ →
















−ε−ε+
ν−ω−

=

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FFF
tt

tP

F

 

 
 

в силу (2.20), откуда следует, что 
 

0lim
0 0

3
0

=τ











κ∫ ∫

ε

→ε
ddW

t

.                            (2.33) 

 

Из соотношений (2.30) – (2.33) следует (2.27). Лемма 2.3 доказана. 
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Замечание 2.6. В силу условия 2) справедливы равенства  
 

AtCtCA )()( = ,                                      (2.34) 
 

)()( tSAAtS = .                                      (2.35) 
 

Действительно, равенство (2.34) следует из формулы 
 

∑
∞

=

−
=













+=







=
0

2

22
2

1

2

1
2

)!2(22

1

4

1
,)(

k
k

kktFtF

k

Ft
eeFtCtC . 

 

Используя (2.2), (2.34) и замкнутость оператора A, получаем для 
любого Ev ∈  

vAtSdvACdvCAdvCAvtSA
ttt

)()()()()(
000

=ττ=ττ=ττ= ∫∫∫ , 

 

что означает справедливость равенства (2.35). 
Лемма 2.4. При выполнении условий 1) – 5) предельная функция 

(2.5) является решением уравнения (1.1). 
Доказательство. В силу (2.19) подынтегральная функция ),(0 tg τ  

непрерывна по ),( tτ . Применяя вторую из формул (I.2.4), получаем  
 

[ ]0( , )
t

g t ′τ
τ
τ










τ
ΛΛ









τ
+

τ
τ










τ
Λ









τ
= )(

lnexpln
1)(

lnexpln
1 ftt

S
t

ftt
C

t
 

 

или в силу (2.35) 

[ ]0( , )
t

g t ′τ ),(
1)(

lnexpln
1

0 tg
t

ftt
C

t
τΛ+

τ
τ










τ
Λ









τ
= .         (2.36) 

Покажем, что 

0
lim

+→τ
[ ]0( , ) 0

t
g t ′τ = .                                   (2.37) 

 

В силу (2.14) для этого достаточно показать, что первое слагаемое 
в правой части равенства (2.36) сходится к нулю при 0+→τ . Исполь-

зуя оценки (2.9), (2.11), получаем 
 

≤
τ
τ










τ
Λ









τ
)(

lnexpln
1 ftt

C
t

≤
τ
τ










τ









τ

δ′
Λ

ρδ ν

δ′

ω

ρδ
)(1

,

2

1

,

ft
M

t
K

t
F  

 

0)(
0

11

,

,

2

1
,

2

1

+→τ

ν−ω−−ν+ω+−

ρδδ′ →τ≤

δ′
Λ

ρδδ′
Λ

ρδ

FF
ttNKM  

в силу (2.18), откуда следует вышесказанное утверждение. Используя 
(2.37), доопределим ttg ]),([ 0 ′τ  по непрерывности в нуле:  
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[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t t

g t g t
τ → +τ=

′ ′τ = τ = .                     (2.38) 

В силу (2.38) производная [ ]0( , )
t

g t ′τ  непрерывна по ),( tτ . Следо-

вательно, можно применить формулу дифференцирования интеграла 
по параметру: 

=
′












ττ=′ ∫

t

dtgtx
0

00 ),()( [ ]0 0

0

( , ) ( , )
t

t
g t d g t t′τ τ +∫ . 

 

В силу того, что ,)0( OS =  Ie
t

tQ =
=0

, получаем 
 

0
)(

)0(),(0 ==
t

tf
ISttg . 

Тогда 

[ ]0 0

0

( ) ( , )
t

t
x t g t d′′ = τ τ∫ .                                (2.39) 

Далее, учитывая соотношения (2.36), (I.2.4), получаем 
 

[ ] 20( , )
t

g t ′′τ +
τ
τ










τ
Λ









τ
−= )(

lnexpln
1
2

ftt
C

t
 

+
τ
τ










τ
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τ
+

τ
τ










τ
Λ









τ
+ )(

lnexpln
1)(

lnexpln
4

11
2

2
2

ftt
C

t

ftt
SF

t
 

[ ]0 02

1 1
( , ) ( , )

t
g t g t

tt

 ′+ Λ − τ + τ  
. 

 

В силу (2.36) имеем 
 

t
ftt

C =
τ
τ










τ
Λ









τ
)(

lnexpln [ ]0( , )
t

g t ′τ ),(0 tg τΛ−  
 

Тогда, учитывая равенство (2.34), получаем 
 

[ ] 20( , )
t

g t ′′τ
t

1−= [ ]0( , )
t

g t ′τ +τ+τΛ+ ),(
1

4

1
),(

1
02

2
02

tg
t

Ftg
t

 

[ ] [ ]2
0 0 0 02 2

1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t t
g t g t g t g t

t tt t
′ ′+Λ τ − Λ τ − Λ τ + Λ τ =  

[ ] 2 2
0 02

1 1 1
( , ) ( ) ( , )

4t
A g t F I A g t

t t
′  = − τ + − − τ =   

[ ]0 02

1 1
( , ) ( , )

t
A g t B g t

t t
′= − τ − τ , 
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ибо в силу условия 1) справедливо равенство BAIF 4)( 22 −=−− . 

Итак,  

[ ] 20( , )
t

g t ′′τ  [ ]0 02

1 1
( , ) ( , )

t
A g t B g t

t t
′= − τ − τ .              (2.40) 

 

В силу (2.14), (2.37), (2.40) получаем соотношение 
 

0
lim

+→τ
[ ] 20( , ) 0

t
g t ′′τ = .                                   (2.41) 

Используя (2.41), доопределим [ ] 20( , )
t

g t ′′τ  по непрерывности в 

нуле:  

[ ] [ ]2 20 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t t

g t g t
τ → +τ=

′′ ′′τ = τ = .                   (2.42) 

 

В силу (2.42) производная [ ] 20( , )
t

g t ′′τ  непрерывна по ),( tτ . Сле-

довательно, можно еще раз применить формулу дифференцирования 
интеграла по параметру. Учитывая (2.36), (2.39), (2.40) а также соот-
ношения IC =)0( , 0),(0 =ttg , получаем 

 

[ ]0 0

0

( ) ( , )
t

t
x t g t d

′
 ′′′ = τ τ 
  
∫ [ ] [ ]20 0

0

( , ) ( , )
t

t t
t

g t d g t
τ=

′′ ′= τ τ + τ =∫  

[ ]0

0

1
( , )

t

t
A g t d

t
′= − τ τ∫ =Λ++ττ− ∫ ),(

1)(
)0(

1
),(

1
0

0

02
ttg

tt

tf
C

t
dtgB

t

t

 

2020
)(

)(
1

)(
1

t

tf
txB

t
txA

t
+−′−= . 

Итак,  

)(0 tx ′′
2020

)(
)(

1
)(

1

t

tf
txB

t
txA

t
+−′−= ,                    (2.43) 

 

следовательно, )()()()( 000
2 tftxBtxAttxt =+′+′′ , т.е. функция (2.5) яв-

ляется решением уравнения (1.1) 
Из формулы (2.43) видно, что ( )ECtx );,0()(0 ∞∈′′ , т.е. 

( )ECtx );,0()( 2
0 ∞∈ . Лемма 2.4 доказана. 

Теорема 2.1 доказана. 
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Г л а в а  IV 
 

УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ 
ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

 
§ 1. Случай позитивного операторного дискриминанта 

 

В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 
0=t  уравнение 

 

)()()()(2 tftxBtxAttxt =+′+′′ , ∞<< t0 ,                 (1.1) 
 

где ( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; A, B )(EN∈ ; )(EN  – множество замкнутых 

неограниченных линейных операторов, действующих из E в E, с плот-
ными в E областями определения. 

Рассмотрим стабилизирующее возмущение уравнения (1.1) ма-
лым параметром ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε : 
 

)()()()()()( 2 tftxBtxAttxt =+′ε++′′ε+ εεε , ∞<≤ t0 ,        (1.2) 
 

0,)0( εε = xx , 0,)0( εε ′=′ xx .                               (1.3) 
 

Выясним вопрос об условиях разрешимости задачи (1.2), (1.3) и 
поточечной сходимости ее решения при 0→ε  к ограниченному при 

0+→t  решению уравнения (1.1).  

В дальнейшем будет использован операторный дискриминант 

∆ BIA 4)( 2 −−= . Заметим, что область определения оператора ∆ име-

ет вид )()()( 2 BDADD ∩=∆ . 

Пусть выполняются следующие условия: 

1) ∆ 2F= , где F – некоторый оператор из )(EN ; 

2) характеристические операторы )()2/1(2,1 FAI m−=Λ  являют-

ся производящими операторами полугрупп )(1 tU , )(2 tU  класса 0C ; 

3) xFAxFA = , )( 2Λ∈ Dx , где =Λ=Λ=Λ )()(::)( 2
2

2
1

2 DDD  

)()()()()()( 2
1221 FADAFDBDADDD ∩∩∩=ΛΛ=ΛΛ= ; 

4) )()( 2Λ∈ Dtf  при каждом ),0[ ∞∈t ; 

5) )(tfA , )(tfF , )(2 tfA , )(tfFA , ( )ECtfB );,0[)( ∞∈ ; 

6) 10, Dx ∈ε , )( 2
0, Λ∈′ε Dx , где 

)()()()()( 2
1 FBDFADAFDABDADD ∩∩∩∩= ; 
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7) типы 1ω , 2ω  полугрупп )(1 tU , )(2 tU  удовлетворяют неравен-

ству  
1},{max 21 −<ωω=ω ;                                   (1.4) 

 

8) начальные значения 0,εx , 0,ε′x  удовлетворяют условиям 
 

[ ] 0lim 0,
0

1 =ε ε
ω−

→ε
δ x ,                                     (1.5) 

 

[ ] 0lim 0,1
0

=Λε ε
ω−

→ε
δ x ,                                   (1.6) 

 

[ ] 0lim 0,
1

0
=′ε ε

ω−

→ε
δ x ,                                    (1.7) 

 

где δ+ω=ω δ 11 , δ+ω=ωδ , δ  – сколь угодно малое фиксированное 

положительное число, такое что  
 

1−<ωδ .                                                  (1.8) 
 

Замечание 1.1. Условия, при которых данный оператор Н, дейст-
вующий в банаховом пространстве Е, является квадратом некоторого 
оператора Т и вид этого оператора T  см. в [10, с. 169]. 

Замечание 1.2. Для выполнимости условий (1.5) – (1.7) достаточ-
но, чтобы для ],0(],0(  0* ε⊂ε∈ε∀ , где *ε – произвольное сколь 

угодно малое положительное число, не превосходящее 0ε , выполня-

лись соответственно следующие неравенства:  
 

ρ+ω
ε

δε≤ 1
00, Lx , 

 

ρ+ω
ε

δε≤Λ 00,1 Kx , 
 

ρ+−ω
ε

δε≤′ 1
10, Tx , 

 

где 0L , 0K , 1T  – константы; 0L , 0K , 01 >T ; ρ  – произвольное сколь 

угодно малое фиксированное положительное число. 
Укажем некоторые соотношения, которые понадобятся нам в 

дальнейшем. 
В силу неравенств (1.4), (1.8) 

 

11 −<ω δ ,                                           (1.9) 
 

12 −<ω δ ,                                         (1.10) 

т.е. 
01 1 >ω−− δ ,                                       (1.11) 
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01 2 >ω−− δ ,                                       (1.12) 

где δ+ω=ω δ 22 . 

В силу малости параметра ε  будем считать в дальнейшем, что 
1<ε . 
Из условия (1.6) следует, что 

 

[ ] 0lim 0,1
0

1 =Λε ε
ω−

→ε
δ x ,                           (1.13) 

 

[ ] 0lim 0,1
0

2 =Λε ε
ω−

→ε
δ x .                           (1.14) 

 

Из условия (1.7) следует, что 
 

[ ] 0lim 0,
1

0

1 =′ε ε
ω−

→ε
δ x ,                             (1.15) 

 

[ ] 0lim 0,
1

0

2 =′ε ε
ω−

→ε
δ x .                             (1.16) 

 

Известно [1, с. 211], что если ω – тип полугруппы )(tU  класса 

0C , то  

)exp(    )( tMtU δδ ω≤ , ∞<≤ t0 , 
 

где =δM const, 0 >δM ; δ+ω=ωδ , δ  – произвольное сколь угодно 

малое положительное число. Следовательно, в силу условия 2) 
 

)exp(    )( 111 tMtU δδ ω≤ , ∞<≤ t0 ,                    (1.17) 
 

)exp(    )( 222 tMtU δδ ω≤ , ∞<≤ t0 ,                   (1.18) 
 

где δ1M , =δ2 M const; δ1M , δ2M 0> ; δ  – сколь угодно малое фикси-

рованное положительное число, такое что выполняются неравенства 
(1.9), (1.10).  

В силу условия 2) имеем [4, с. 17] 
 

xtUxtU )()( 111 Λ=′ , xtUxtU 1111 )()( Λ=Λ , )(Λ∈ Dx ,      (1.19) 
 

xtUxtU )()( 222 Λ=′ , xtUxtU 2222 )()( Λ=Λ , )(Λ∈ Dx ,     (1.20) 
 

где )()()()(::)( 21 FDADDDD ∩=Λ=Λ=Λ ; и операторы 1Λ , 2Λ  

замкнуты. Кроме того, 
 

IU =)0(1 , IU =)0(2 .                              (1.21) 
 

Теорема 1.1. При выполнении условий 1) – 6) задача (1.2), (1.3) 
при каждом ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида 
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)()(ln)( 210,1 tΙtΙx
t

Utx εεεε ++








ε
ε+

= ,                (1.22) 

где 

( )∫ ε+
Λ−′ε









ε
ε+










ε+
ε+

= εεε

t

s

ds
xx

s
U

s

t
UtΙ

0

0,10,121 lnln)(  , 

 

ε+










ν

ε++ν









ε+
ε++ν










ε++ν
ε+

= ∫∫
−

ε
s

ds
d

s

sf

s

s
U

s

t
UtΙ

stt

0

12

0

2
)(

lnln)( . 

 

При выполнении условий 7), 8) справедлив предельный переход 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,                        (1.23) 

где 

s

ds
d

s

sf

s

s
U

s

t
Utx

stt












ν

+ν







 +ν









+ν
= ∫∫

−

0

12

0

0
)(

lnln)( .       (1.24) 

Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1). 

Это решение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена 

на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

Теорема 1.1 справедлива в силу доказываемых ниже лемм 1.1 – 1.4. 
Лемма 1.1. При выполнении условий 1) – 6) задача (1.2), (1.3) 

имеет решение вида (1.22). 

Доказательство. Заменой переменной ε−ε= τet  задача (1.2), 

(1.3) сводится к стандартной задаче Коши 
 

)()()()()( τ=τ+τ′−+τ′′ εεεε guBuIAu , ∞<τ≤0 ,       (1.25) 
 

0,)0( εε = xu , 0,)0( εε ′ε=′ xu ,                           (1.26) 
 

где )(::)( ε−ε=τ τ
εε exu , )(::)( ε−ε=τ τ

ε efg . 

Задача (1.25), (1.26) – это задача вида (II.1.1), (II.1.2). В силу усло-
вий 1) – 6) выполняются условия теоремы II.1.1. Используя формулу 
(II.1.3), получаем решение задачи (1.25), (1.26)  

( ) +µΛ−′εµµ−τ+τ=τ ∫ εεεε

t

dxxUUxUu
0

0,10,120,1 )()()()(  

ρ













µρµµ−ρ−τ+ ∫ ∫

τ ρ−τ

ε ddgUU
0 0

12 )()()( .                  (1.27) 
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Проведя во втором слагаемом в правой части равенства (1.27) за-

мену 
ε

ε+=µ s
ln , а в третьем слагаемом последовательно замены 

ε
ε+=ρ s

ln , 
ε+

ε++ν=µ
s

s
ln  и возвращаясь к переменной t , получаем 

решение вида (1.22) задачи (1.2), (1.3). Лемма 1.1 доказана. 
Лемма 1.2. При выполнении условий 1) – 5) и 7) функция вида 

(1.24) определена при любом ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t .  

Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на 

),0( ∞ . 

Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  

В силу сильной непрерывности полугрупп )(1 •U , )(2 •U  и непрерыв-

ности )(sf  подынтегральная функция 
 

ν
+ν








 +ν









+ν
= ∫

−

d
s

sf

s

s
U

s

t
U

s
tsg

st

0

120
)(

lnln
1

),(           (1.28) 

 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ t∆ , ∆  – произвольное сколь угодно малое положительное число. 

Покажем сходимость несобственного интеграла 
 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( .                                 (1.29) 

 

Для этого достаточно доказать сходимость несобственного инте-
грала 

dstsg
t

∫
0

0 ),( .                                     (1.30) 

 

Используя оценки (1.17), (1.18), получаем 
 

   ≤ν
+ν








 +ν









+ν
≤ ∫

−

d
s

sf

s

s
U

s

t
U

s
tsg

st

0

120

)(
lnln

1
),(  

 

=ν
+ν








 +ν









+ν
≤ ∫

− ωω

δδ

δδ

d
s

sf

s

s

s

t
MM

s

st

0

21

)(1 12

 

 

ν+ν= ∫
−

−ω−ωω−−ω
δδ

δδ dssfstMM
st

0

11
21

2112 )()( .            (1.31) 
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Далее, 
 

=ν+ν∫
−

−ω−ω ds
st

0

121)(
21021

212121)(

ω−ω
−=

ω−ω
+ν ω−ωω−ω−ω−ω sts

st

.      (1.32) 

 

В силу соотношений (1.31), (1.32) получаем неравенство 
 

≤),(0 tsg [ ]δδδ ω−−ω−−ω−ωωδδ −
ω−ω

21212 11

21

21 )( sstsft
MM

.      (1.33) 

 

Тогда 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( [ ]dssstsft
MM t

∫ δδδ ω−−ω−−ω−ωωδδ −
ω−ω 0

11

21

21 21212 )( . 

 

Полагая )(max)(
0

sftN
ts ≤≤

= , получаем 
 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( [ ]dsssttNt
MM

t

∫ δδδ ω−−ω−−ω−ωωδδ −
ω−ω

0

11

21

21 21212 )( . (1.34) 

 

Проведя непосредственное интегрирование, получаем 
 

[ ] =−∫ δδ ω−−ω−−ω−ω dssst
t

0

11 2121 δω−

δδ ωω
ω−ω

2

21

21 t .              (1.35) 

 

В силу соотношений (1.34), (1.35) 
 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( )(
21

21 tN
MM

δδ

δδ

ωω
.                          (1.36) 

 

Из неравенства (1.36) следует сходимость несобственного инте-
грала (1.30) и тем самым корректность определения функции )(0 tx . 

Учитывая (1.36), а также неравенство 
 

dstsgdstsgtx
tt

∫∫ ≤=
0

0

0

00 ),(),()( , 

 

получаем оценку вида 

)(0 tx )(
21

21 tN
MM

δδ

δδ

ωω
≤ .                             (1.37) 

Из (1.37) видно, что функция )(0 tx ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. ∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

, то из 

(1.37) следует, что )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . Лемма 1.2 доказана. 



100 

Заметим, что в силу (1.11), (1.12) правая часть неравенства (1.33) 
сходится к нулю при 0+→s . Следовательно, 
 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.                                         (1.38) 

 

Лемма 1.3. При выполнении условий 1) – 8) справедлив предель-
ный переход (1.23), где )(txε , )(0 tx  задаются формулами (1.22), (1.24).  

Доказательство. Покажем вначале, что первые два слагаемых в 
правой части формулы (1.22) сходятся к нулю при 0→ε . Используя 

оценку (1.17), получаем 
 

0,10,1
11)(ln ε

ω−ω
δε

δδ εε+≤








ε
ε+

xtMx
t

U .              (1.39) 

 

В силу (1.5) правая часть неравенства (1.39) сходится к нулю при 
0→ε , следовательно 

 

0lnlim 0,1
0

=
















ε
ε+

ε→ε
x

t
U .                            (1.40) 

 

Используя оценки (1.17), (1.18), получаем 
 

≤
ε+

Λ−′ε








ε
ε+










ε+
ε+

≤ ∫ εεε

t

s

ds
xx

s
U

s

t
UtΙ

0

0,10,121 lnln)(   

 

=
ε+










ε
ε+










ε+
ε+Λ−′ε≤ ∫

δδ ωω

εεδδ

t

s

dss

s

t
xxMM

0

0,10,21

12

 

 

dss
t

xxMM
t

∫
−ω−ω

ω

ω

εεδδ ε+
ε

ε+Λ−′ε=
δ

δ

0

1
0,10,21

21

1

2

)(
)(

. (1.41) 

 

Далее,  
 

=ε+∫
−ω−ω dss

t

0

121)(
21021

212121 )()(

ω−ω
ε−ε+=

ω−ω
ε+ ω−ωω−ωω−ω ts

t

. (1.42) 

 

В силу соотношений (1.41), (1.42) получаем 
 

≤ε )(1 tΙ [ −Λ−′εεε+
ω−ω εε

ω−ωδδ δδ
0,10,

21

21 11)( xxt
MM

  

 

                          ]0,10,
22)( εε

ω−ω Λ−′εεε+− δδ xxt , 
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или в силу неравенства 0,10,0,10, εεεε Λ+′ε≤Λ−′ε xxxx имеем 
 

≤ε )(1 tΙ ( )[ +Λε+′εε+
ω−ω ε

ω−
ε

ω−ωδδ δδδ   )( 0,10,
1

21

21 111 xxt
MM

  

( )]0,10,
1 222)( ε

ω−
ε

ω−ω Λε+′εε++ δδδ xxt .                    (1.43) 
 

В силу (1.13) – (1.16) правая часть неравенства (1.43) сходится к 
нулю при 0→ε , следовательно, 
 

0)(lim 1
0

=ε→ε
tΙ .                                         (1.44) 

 

Для справедливости (1.23) осталось показать, что  
 

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,                         (1.45) 

 

где ),(0 tsg  задается формулой (1.28), ),( tsgε  имеет вид 
 

ν
ε++ν










ε+
ε++ν










ε++ν
ε+

ε+
= ∫

−

ε d
s

sf

s

s
U

s

t
U

s
tsg

st

0

12
)(

lnln
1

),( . 

 

Для справедливости (1.45) достаточно показать, что 
 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.                      (1.46) 

 

Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в виде 
 

),(),( 0 tsgtsg −ε [ ]
0

( , , , )h s t d
ε

κ
′= κ ν κ∫ ,                (1.47) 

где  

ν
κ++ν










κ+
κ++ν










κ++ν
κ+

κ+
=νκ ∫

−

d
s

sf

s

s
U

s

t
U

s
tsh

st

0

12
)(

lnln
1

),,,( . 

 

Запишем ),,,( tsh νκ  в виде 

ννκ
κ+

=νκ ∫
−

dtsp
s

tsh
st

0

),,,(
1

),,,( , 

где 

),,,( tsp νκ
κ++ν










κ+
κ++ν










κ++ν
κ+=

s

sf

s

s
U

s

t
U

)(
lnln 12 . 
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Тогда  
 

=′νκ κ]),,,([ tsh +ννκ
κ+

− ∫
−

dtsp
s

st

0
2

),,,(
)(

1
 

[ ]
0

1
( , , , )

t s

p s t d
s

−

κ
′+ κ ν ν

+ κ ∫ .                         (1.48) 

 

Из (1.19) видно, что  
 

)()(1 Λ∈ DxtU , )(Λ∈ Dx .                            (1.49) 
 

В силу условия 4) имеем 
)()( Λ∈ Dsf .                                        (1.50) 

В силу (1.49), (1.50) справедливо включение 
 

)(
)(

ln1 Λ∈
κ++ν










κ+
κ++ν

D
s

sf

s

s
U . 

 

Следовательно, при нахождении производной [ ]( , , , )p s t κ
′κ ν  

можно использовать соотношения (1.19), (1.20). Учитывая соотноше-
ние (II.1.11), получаем 
 

[ ]( , , , )p s t κ
′κ ν =  

 

+
κ++ν










κ+
κ++ν










κ+
ν−−−









κ++ν
κ+′=

212
)(

)(
lnln

s

sf

s

s
U

t

st

s

t
U  

 

+
κ++ν









κ+
ν−









κ+
κ++ν′









κ++ν
κ++

212
)(

)(
lnln

s

sf

ss

s
U

s

t
U  

 

=












κ++ν
−









κ+
κ++ν










κ++ν
κ++

212
)(

)(
lnln

s

sf

s

s
U

s

t
U  

 

−





Λ

κ++νκ+
ν−−−









κ+
κ++ν










κ++ν
κ+= )(

))((
lnln 2212 sf

st

st

s

s
U

s

t
U  

 







κ++ν
−Λ

κ++νκ+
ν−

212 )(

)(
)(

))(( s

sf
sf

ss
.                               (1.51) 

 

В силу равенств (1.48), (1.51) имеем 
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[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν =  

 

∫
−

−






κ++νκ+
−









κ+
κ++ν










κ++ν
κ+=

st

ss

sf

s

s
U

s

t
U

0
212

)()(

)(
lnln  

 

−Λ
κ++νκ+

ν−Λ
κ++νκ+κ+

ν−−− )(
)()(

)(
))()((

12222
sf

ss
sf

sts

st
 

 

ν






κ++νκ+
− d

ss

sf
2))((

)(
. 

 

Тогда 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ ×















κ+
κ++ν










κ++ν
κ+

∫
−st

s

s
U

s

t
U

0

12 lnln  

 

+





Λ

κ++νκ+κ+
ν−−

+
κ++νκ+

× )(
))()(()()(

)(
222

sf
sts

st

ss

sf
 

 

ν












κ++νκ+
+Λ

κ++νκ+
ν+ d

ss

sf
sf

ss 2122 ))((

)(
)(

)()(
.    (1.52) 

 

В силу оценок (1.17), (1.18) справедливы неравенства 
 

δω

δ 








κ++ν
κ+≤









κ++ν
κ+ 2

22 ln
s

t
M

s

t
U ,                (1.53) 

 

δω

δ 








κ+
κ++ν≤









κ+
κ++ν 1

11 ln
s

s
M

s

s
U .                 (1.54) 

 

В силу неравенств (1.52) – (1.54), (III.1.55) – (III.1.57) имеем 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ]×Λ+Λ+

κ+
κ+

δ

δ

ω+

ω

δδ )()()(2
)(

)(
21221

1

2

sfsfsf
s

t
MM  

 

νκ++ν× ∫
−

−ω−ω ds
st

0

121)( . 

 

Полагая )(max)( 1
0

1 sftN
ts

Λ=
≤≤

, )(max)( 2
0

2 sftN
ts

Λ=
≤≤

, получаем 
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[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ] ×

κ+
κ+

++
δ

δ

ω+

ω

δδ
1

2

22121
)(

)(
)()()(2

s

t
tNtNtNMM  

νκ++ν× ∫
−

−ω−ω ds
st

0

121)( .                                     (1.55) 

Имеем 
 

210

1
2121

21
)()(

)(
ω−ω

κ+−κ+
=νκ++ν

ω−ωω−ω−
−ω−ω

∫
st

ds
st

.        (1.56) 

 

Заметим, что выражение в правой части (1.56) неотрицательно. 
Тогда 
 
 

=
ω−ω

κ+−κ+
=

ω−ω
κ+−κ+ ω−ωω−ωω−ωω−ω

2121

21212121 )()()()( stst
 

 

2121

21212121
)()()()(

ω−ω
κ++κ+

≤
ω−ω

κ+−κ+
=

ω−ωω−ωω−ωω−ω
stst

. (1.57) 

 
 

В силу соотношений (1.56), (1.57) получаем  
 

≤νκ++ν∫
−

−ω−ω ds
st

0

121)(
21

2121 )()(

ω−ω
κ++κ+ ω−ωω−ω st

.  (1.58) 

 

В силу неравенств (1.55), (1.58) имеем 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤  

[ ]δδδδ ω−−ωω−−ω κ+κ++κ+κ+≤ 2211 22 )()()()()( ststtP ,        (1.59) 

где 

[ ])()()(2)( 21
21

21 tNtNtN
MM

tP ++
ω−ω

= δδ . 

 

В силу (1.9), (1.10) справедливы неравенства 
 

δδ ωω ≤κ+ 11)( tt , δδ ωω ≤κ+ 22)( tt .                        (1.60) 
 

В силу неравенств (1.59), (1.60) получаем 
 

[ ]( , , , )h s t κ
′κ ν ≤ [ ]δδδδ ω−−ωω−−ω κ++κ+ 2211 22 )()()( ststtP .    (1.61) 

 

Из представления (1.47) следует, что  
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≤−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0

( , , , )h s t d
ε

κ
′κ ν κ∫ .             (1.62) 

 

В силу неравенств (1.61), (1.62) имеем 
 

≤−ε ),(),( 0 tsgtsg  












κκ++κκ+≤ ∫∫

ε
ω−−ω

ε
ω−−ω δδδδ

0

2

0

2 2211 )()()( dstdsttP .         (1.63) 

 

Далее,  
 

[ ]δδδ ω−−ω−−

δ

ε
ω−− −ε+

ω−−
=κκ+∫ 111 11

10

2 )(
1

1
)( ssds ,          (1.64) 

 

[ ]δδδ ω−−ω−−

δ

ε
ω−− −ε+

ω−−
=κκ+∫ 222 11

20

2 )(
1

1
)( ssds .         (1.65) 

 

В силу соотношений (1.63) – (1.65) получаем 
 

≤−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]+−ε+
ω−−

δδ
δ

ω−−ω−−

δ

ω
11

1
11

1

)(
1

)(
ss

ttP
 

 

                          [ ]δδ
δ

ω−−ω−−

δ

ω
−ε+

ω−−
+ 22

2
11

2

)(
1

)(
ss

ttP
. 

 

Тогда 
 

≤−∫ ε dstsgtsg
t

0

0 ),(),( [ ] +−ε+
ω−− ∫ δδ

δ
ω−−ω−−

δ

ω
dsss

ttP
t

0

11

1

11
1

)(
1

)(
 

[ ]∫ δδ
δ

ω−−ω−−

δ

ω
−ε+

ω−−
+

t

dsss
ttP

0

11

2

22
2

)(
1

)(
.                     (1.66) 

 

В силу (1.9), (1.10) имеем 11 >ω− δ , 12 >ω− δ . Тогда 
 

          [ ] =−ε+∫ δδ ω−−ω−− dsss
t

0

11 11)(   

[ ] 0)(
1

01

111

→ε

ω−ω−ω−

δ
→−ε−ε+

ω−
= δδδ tt ,           (1.67) 
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[ ] =−ε+∫ δδ ω−−ω−− dsss
t

0

11 22)(  

[ ] 0)(
1

02

222

→ε

ω−ω−ω−

δ
→−ε−ε+

ω−
= δδδ tt .         (1.68) 

 

Из (1.66) – (1.68) следует соотношение (1.46). Лемма 1.3 доказана. 
Лемма 1.4. При выполнении условий 1) – 5) и 7) предельная 

функция )(0 tx , задаваемая формулой (1.24), является решением урав-

нения (1.1). 
Доказательство. Запишем )(0 tx  в виде 

∫=
t

dstsgtx
0

00 ),()( , 

где 

νν= ∫
−

dtswtsg
st

0

0 ),,(),( , 

 

=ν ),,( tsw
)(

)(
lnln 12 ss

sf

s

s
U

s

t
U

+ν







 +ν









+ν
. 

 

Найдем )(0 tx′ . Для этого обоснуем корректность применимости 

правила дифференцирования интеграла по параметру, а именно, пока-
жем, что подынтегральная функция ),(0 tsg  и ее производная 

[ ]0( , )
t

g s t ′ непрерывны по ),( ts . Используя соотношение (1.38), дооп-

ределим ),(0 tsg  по непрерывности в нуле: 
 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

. 

 

Следовательно, ),(0 tsg  непрерывна по ),( ts . 

В силу (1.49), (1.50) справедливо включение 
 

)(
)(

)(
ln1 Λ∈

+ν







 +ν
D

ss

sf

s

s
U . 

 

Следовательно, при нахождении производной ttsw ]),,([ ′ν  можно 

использовать соотношения (1.20): 
 

[ ]( , , )
t

w s t ′ν
)(

)(
lnln 2

12 sst

sf

s

s
U

s

t
U

+ν
Λ








 +ν









+ν
= .         (1.69) 
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В силу непрерывности полугрупп )(1 •U , )(2 •U  функция 

),,( tsw ν  и ее производная ttsw ]),,([ ′ν  непрерывны по ),( tν . Следова-

тельно, 

[ ]0( , )
t

g s t ′ ),,(]),,([
0

tsstwdtsw
st

t −+ν′ν= ∫
−

.                (1.70) 

 

Запишем (1.69) в виде 
 

[ ]( , , )
t

w s t ′ν = ),,(
1

2 tsw
t

νΛ .                            (1.71) 

 

Учитывая равенства (1.21), получаем 
 

=− ),,( tsstw
s

sf

s

t
U

t

)(
ln

1
1 








.                        (1.72) 

 

В силу (1.70) – (1.72) справедливо равенство  
 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +ννΛ= ∫
−

dtsw
t

st

0

2 ),,(
1

s

sf

s

t
U

t

)(
ln

1
1 








 

или 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +Λ= ),(
1

02 tsg
t s

sf

s

t
U

t

)(
ln

1
1 








.               (1.73) 

 

Используя оценку (1.17), получаем 
 

δδ ω−−ω
δ≤








11 1

11 )(
)(

ln ssftM
s

sf

s

t
U .                  (1.74) 

 

В силу (1.11) правая часть неравенства (1.74) сходится к нулю при 
0+→s . Следовательно,  

 

0
)(

lnlim 1
0

=















+→ s

sf

s

t
U

s
.                               (1.75) 

 

В силу (1.38), (1.75) из равенства (1.73) следует, что  
 

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .                                      (1.76) 

 

Соотношение (1.76) позволяет доопределить производную 

[ ]0( , )
t

g s t ′  по непрерывности в нуле: 
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[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = . 

 

Таким образом, производная ttsg ]),([ 0 ′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно, 

[ ]0 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t
x t g s t ds g t t′′ = +∫  

 

или с учетом того, что 0),(0 =ttg , 

[ ]0 0

0

( ) ( , )
t

t
x t g s t ds′′ = ∫ .                               (1.77) 

Покажем, что производная [ ] 20( , )
t

g s t ′′  непрерывна по ),( ts .  

В силу соотношений (1.69), (1.70), (1.72) получаем 
 

[ ]0( , )
t

g s t ′ +ν
+ν

Λ







 +ν









+ν
= ∫

−

d
ss

sf

s

s
U

s

t
U

t

st

0

2
12 )(

)(
lnln

1
 

 

s

sf

s

t
U

t

)(
ln

1
1 







+ .                                                 (1.78) 

 

В силу сильной непрерывности полугрупп )(1 •U , )(2 •U  подын-

тегральная функция 
 

)(

)(
lnln),,( 2

12 ss

sf

s

s
U

s

t
Utsq

+ν
Λ








 +ν









+ν
=ν  

непрерывна по ),( tν . В силу условия 4)  
 

)()(2 Λ∈Λ Dsf .                                      (1.79) 
 

В силу (1.49), (1.79) справедливо включение  
 

)(
)(

)(
ln 2

1 Λ∈
+ν

Λ







 +ν
D

ss

sf

s

s
U . 

 

Следовательно, при нахождении производной ttsq ]),,([ ′ν  можно 

использовать соотношения (1.20): 
 

[ ]( , , )
t

q s t ′ν
)(

)(
lnln

2
2

12 sst

sf

s

s
U

s

t
U

+ν
Λ








 +ν









+ν
= .          (1.80) 
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В силу сильной непрерывности полугрупп )(1 •U , )(2 •U  произ-

водная ttsq ]),,([ ′ν  непрерывна по ),( tν . В силу включения (1.50) при 

нахождении производной второго слагаемого в правой части (1.78) по 
переменной t можно использовать соотношения (1.19). Получаем 
 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ [ ]2
0 0

1 1
( , , ) ( , , )

t s t s

t
q s t d q s t d

tt

− −
′= − ν ν + ν ν +∫ ∫  

s

sf

s

t
U

ts

sf

s

t
U

t
tsstq

t

)(
ln

1)(
ln

1
),,(

1
11212 







Λ+






−−+ . (1.81) 

 

Заметим, что  
 

),,(),,( 2 tswtsq νΛ=ν .                              (1.82) 
 

В силу соотношения (1.80) имеем 
 

[ ]( , , )
t

q s t ′ν ),,(
1 2

2 tsw
t

νΛ= .                          (1.83) 

 

Учитывая (1.21), получаем  
 

s

sf

s

t
U

t
tsstq

)(
ln

1
),,( 12 







Λ=− .                     (1.84) 

 

В силу (1.81) – (1.84) имеем  

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ +ννΛ+ννΛ−= ∫∫
−− stst

dtsw
t

dtsw
t 0

2
22

0

22
),,(

1
),,(

1
 

s

sf

s

t
UI

ts

sf

s

t
U

t

)(
ln)(

1)(
ln

1
112122 







−Λ+






Λ+  

или  

[ ] 20( , )
t

g s t ′′ =  
















−Λ+Λ+Λ−Λ=
s

sf

s

t
UItsg

t

)(
ln)(),()(

1
12102

2
22

.        (1.85) 

 

В силу (1.38), (1.75) из равенства (1.85) вытекает, что 
 

0
lim

+→s
[ ] 20( , ) 0

t
g s t ′′ = . 

 

Следовательно, производную 2]),([ 0 t
tsg ′′  можно доопределить по 

непрерывности в нуле: 
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[ ] [ ]2 20 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′′ ′′= = . 

 

Значит, производная [ ] 20( , )
t

g s t ′′  непрерывна по ),( ts . 

Учитывая равенство (1.77), получаем 
 

[ ] [ ]20 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t t
s t

x t g s t ds g s t
=

′′ ′′′ = +∫ .               (1.86) 

 

Учитывая равенство 0),(0 =ttg  и соотношения (1.21), получаем 

из (1.73) 

[ ]0 2

( )
( , )

t
s t

f t
g s t

t=

′ = .                              (1.87) 

 

В силу (1.85) – (1.87) имеем 
 

=′′ )(0 tx  



















−Λ+Λ+Λ−Λ+= ∫∫
tt

ds
s

sf

s

t
UIdstsgtf

t 0

121

0

02
2
22

)(
ln)(),()()(

1
, 

 

т.е.  

=′′ )(0 tx [ ])()()()()(
1

2102
2
22

tΙItxtf
t

−Λ+Λ−Λ−Λ+ ,        (1.88) 

где 

∫ 






=
t

ds
s

sf

s

t
UtΙ

0

1
)(

ln)( . 

 

В силу (1.73), (1.77) справедливо равенство  
 

=′ )(0 tx [ ])()(
1

02 tΙtx
t

+Λ .                             (1.89) 

 

Используя формулы (1.88), (1.89), имеем 
 

=+′+′′ )()()( 000
2 txBtxAttxt +Λ−Λ+ )()()( 02

2
2 txtf  

 

=++Λ+−Λ+Λ+ )()()()()( 00221 txBtΙAtxAtΙI  

[ ] )()()()()()( 2102
2
2 tftΙAItxBIAtf =+−Λ+Λ++Λ−+Λ+=  

 

в силу того, что 2Λ  – корень характеристического уравнения 

,)(2 OBIA =+Λ−+Λ  и AI −=Λ+Λ 21 .  
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Используя условие 4), соотношения (1.19), (1.20) и (II.1.11), за-
пишем производную )(0 tx ′′  в виде 
 

=′′ )(0 tx  

+


















ν

+ν
Λ−Λ








 +ν









+ν
+= ∫∫

−

s

ds
d

s

sf

s

s
U

s

t
Utf

t

stt

0

2
2
2

12

0
2

)()(
lnln)(

1
 





−Λ+Λ







+ ∫
t

ds
s

sfI

s

t
U

0

21
1

)()(
ln .                                                 (1.90) 

 

Из (1.90) видно в силу условий 3) – 5), что ( )ECtx );,0()(0 ∞∈′′ , а 

это означает справедливость включения ( )ECtx );,0()( 2
0 ∞∈ . Лемма 

1.4 доказана.  
Теорема 1.1 доказана. 
 

§ 2. Случай нулевого операторного дискриминанта 
 

Пусть .O=∆  Тогда )()2/1(021 AI −=Λ=Λ=Λ , следовательно, 

)()()( 21 tUtUtU == , где )(tU  – полугруппа, порожденная операто-

ром 0Λ , и формулы (1.22), (1.24) с учетом полугруппового свойства 

)()()( 2121 ttUtUtU +=  принимают вид 
 

( ) +








ε
ε+Λ−′ε+









ε
ε+= εεεε

t
xxx

t
Utx lnln)( 0,00,0,  

ds
s

sf

s

t

s

t
U

t

∫ ε+ε+
ε+










ε+
ε++

0

)(
lnln ,                                   (2.1) 

 

∫ 






=
t

ds
s

sf

s

t

s

t
Utx

0

0
)(

lnln)( .                          (2.2) 

 

Пусть выполняются следующие условия: 

а) операторный дискриминант ∆ BIA 4)( 2 −−=  является нулевым 

оператором, т.е. 2))(4/1( IAB −= ; 

б) оператор )()2/1(0 AI −=Λ  является производящим операто-

ром полугруппы )(tU  класса 0C ; 

в) )()( 2ADtf ∈  при каждом ),0[ ∞∈t ; 
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г) )(tfA , )(2 tfA ( )EC );,0[ ∞∈ ; 

д) )( 3
0, ADx ∈ε , )( 2

0, ADx ∈′ε ; 

е) тип ω  полугруппы )(tU  удовлетворяет неравенству  
 

1−<ω ;                                                 (2.3) 
 

ж) начальные значения 0,εx , 0,ε′x  удовлетворяют условиям 
 

[ ] 0lim 0,
0

=ε ε
ω−

→ε
δ x ,                                    (2.4) 

 

0
1

lnlim 0,0
0

=








ε
εΛ δω−

ε→ε
x ,                             (2.5) 

 

0
1

lnlim 1
0,

0
=









ε
ε′ δω−

ε→ε
x ,                              (2.6) 

 

где δ+ω=ωδ , δ  – произвольное сколь угодно малое фиксированное 

положительное число.  
Учитывая неравенство (2.3), будем считать в дальнейшем, что 

число δ  выбрано таким образом, что 
 

1−<ωδ .                                             (2.7) 

В силу (2.7) 
01 >ω−− δ .                                          (2.8) 

 

В силу условия б) справедлива оценка [1, с. 211] 
 

)exp()( tMtU δδ ω≤ , ∞<≤ t0 ,                      (2.9) 
 

где δM  – некоторая постоянная, 0>δM ; δ+ω=ωδ , причем положи-

тельное число δ  в оценке (2.9) выберем таким образом, чтобы выпол-
нялось неравенство (2.7). 

Заметим, что )()( 0 ADD =Λ . 

Тогда в силу условия в) справедливо включение 
 

)()( 2
0Λ∈ Dtf , ),0[ ∞∈t ,                           (2.10) 

 

В силу условия г) имеем 
 

)(0 tfΛ , )(2
0 tfΛ ( )EC );,0[ ∞∈ .                    (2.11) 

 

В силу условия д) 
 

)( 3
00, Λ∈ε Dx , )( 2

00, Λ∈′ε Dx .                         (2.12) 
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В силу условия б) имеем [4, с. 17] 
 

IU =)0( ;                                                (2.13) 
 

xtUxtU )()( 0Λ=′ , xtUxtU 00 )()( Λ=Λ , )( 0Λ∈ Dx ,        (2.14) 
 

кроме того, ED =Λ )( 0  и оператор 0Λ  замкнут.  

Теорема 2.1. При выполнении условий а) – д) задача (1.2), (1.3) 
при каждом ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида (2.1). Если дополнительно 

выполняются условия е), ж), то справедлив предельный переход 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,                              (2.15) 

где )(0 tx  задается формулой (2.2). Предельная функция )(0 tx  является 

решением уравнения (1.1). Это решение ограничено при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

Теорема 2.1 справедлива в силу доказываемых ниже лемм 2.1 – 
2.4. 

Лемма 2.1. При выполнении условий а) – д) задача (1.2), (1.3) 
имеет решение вида (2.1).  

Доказательство. Заменой переменной ε−ε= τet  задача (1.2), 

(1.3) сводится к задаче (1.25), (1.26), т.е. к задаче вида (II.1.1), (II.1.2). 
В силу условий а) – д) выполняются условия теоремы II.1.2. Используя 
формулу (II.1.70), получаем решение задачи (1.25), (1.26): 
 

( ),0 ,0 0 ,0( ) ( )u U x x xε ε ε ε ′τ = τ + ε − Λ τ +   

∫
τ

ε ρρρ−τρ−τ+
0

)()()( dgU .                              (2.16) 

После замены переменной )/)((ln εε+=ρ s  в интеграле в правой 

части формулы (2.16) и возвращения к переменной t  формула (2.16) 
принимает вид (2.1). Лемма 2.1 доказана. 

Лемма 2.2. При выполнении условий а) – г), е) функция вида (2.2) 
определена при любом ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности полугруппы )(tU и непрерывности 

)(sf  подынтегральная функция  

s

sf

s

t

s

t
Utsg

)(
lnln),(0 






=                            (2.17) 
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непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ t∆ , ∆  – произвольное сколь угодно малое положительное число. 

Покажем сходимость несобственного интеграла 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( .                                    (2.18) 

Используя оценку (2.9), неравенство (2.8) и соотношение 
(III.1.107), получаем 

                          ),(0 tsg ≤






≤
s

sf

s

t

s

t
U

)(
lnln  

0    ln)(
0

1

+→

ω−−ω
δ →≤ δδ

ss

t
ssftM .           (2.19) 

 

Из (2.19) следует, что 
 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.                                  (2.20)  

 

Используя соотношение (2.20), доопределим функцию ),(0 tsg  по 

непрерывности в нуле: 
 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.                         (2.21)  

Итак, значение 0=s  является устранимой точкой разрыва по-
дынтегральной функции ),(0 tsg . Отсюда следует сходимость несоб-

ственного интеграла (2.18), т.е. существование функции (2.2). 
В силу (2.19) справедлива оценка 

 

dstsg
t

∫
0

0 ),( ds
s

t
stNtM

t

  ln)(
0

1
∫ δδ ω−−ω

δ≤ ,            (2.22) 

 

где )(max)(
0

sftN
ts≤≤

= . Применяя формулу интегрирования по частям 

и учитывая справедливость предельного перехода (III.1.107) при 

δω−=ρ , получаем 
 

δδ ω−

δ

ω−−

ω
=∫ tds

s

t
s

t

2
0

1 1
  ln .                          (2.23) 

 

В силу (2.22), (2.23) имеем 
 

dstsg
t

∫
0

0 ),( )(
2

tN
M

δ

δ

ω
≤ .                          (2.24) 
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Учитывая (2.24) и неравенство 
 

dstsgdstsgtx
tt

∫∫ ≤=
0

0

0

00 ),(),()( , 

получаем 

)(0 tx )(
2

tN
M

δ

δ

ω
≤ .                                    (2.25) 

 

Из оценки (2.25) видно, что функция )(0 tx  ограничена при 

0+→t . Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ : 

∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

, то из неравенства (2.25) следует ограничен-

ность )(0 tx на ),0( ∞ . Лемма 2.2 доказана. 

Лемма 2.3. При выполнении условий а) – ж) справедлив предель-
ный переход (2.15), где функции )(txε , )(0 tx  заданы формулами (2.1), 

(2.2). 
Доказательство. Покажем вначале, что внеинтегральные члены в 

правой части формулы (2.1) сходятся к нулю при 0→ε . Используя 
соотношения (2.4), (2.9), получаем 
 

≤








ε
ε+

ε 0,ln x
t

U 0    )(
0

0,
→ε

ε
ω−ω

δ →εε+ δδ xtM , 

 

следовательно, 

0lnlim 0,
0

=
















ε
ε+

ε→ε
x

t
U .                           (2.26)  

 

В силу (2.6), (2.9), (III.1.117) имеем 
 

≤
ε

ε+′ε








ε
ε+

ε
t

x
t

U lnln 0, =+ε′ε+ δδ ω−ω
δ

ε

ε
ln )( 1

0,ε
t

xtM  

0     

ε

1
ln

ε

ε
ln

  
ε

1
ln )(

0ε

1
0,ε

→

ω−ω
δ →

+








 ε′ε+= δδ

t

xtM .         (2.27) 

Из (2.27) видно, что  
 

0lnlnlim 0,
0

=








ε
ε+′ε









ε
ε+

ε
→ε

t
x

t
U .                     (2.28) 
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Используя соотношения (2.5), (2.9), (III.1.117), получаем 
 

≤
ε

ε+Λ−








ε
ε+

ε
t

x
t

U ln)(ln 0,0  

 

=+εΛε+≤ δδ ω−ω
δ

ε

ε
ln )( 0,ε0

t
xtM  

 

0     

ε

1
ln

ε

ε
ln

  
ε

1
ln )(

0ε
0,ε0

→

ω−ω
δ →

+








 εΛε+= δδ

t

xtM , 

следовательно, 
 

0ln)(lnlim 0,0
0ε

=








ε
ε+Λ−









ε
ε+

ε
→

t
x

t
U .              (2.29) 

 

В силу (2.26), (2.28), (2.29) для справедливости предельного пере-
хода (2.15) осталось показать, что 
 

dstsgdstsg
tt

∫∫ =
→ε

0

0

0

ε
0

),(),(lim ,                      (2.30) 

 

где ),(0 tsg  задается формулой (2.17), ),( tsgε  имеет вид 
 

ε+ε+
ε+










ε+
ε+=ε s

sf

s

t

s

t
Utsg

)(
lnln),( . 

 

Для справедливости равенства (2.30) достаточно показать, что 
 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.                        (2.31) 

 

Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в виде 
 

),(),( 0 tsgtsg −ε [ ]
0

( , , )h s t d
ε

κ
′= κ κ∫ ,                    (2.32) 

где  

κ+κ+
κ+










κ+
κ+=κ

s

sf

s

t

s

t
Utsh

)(
lnln),,( . 

 

В силу (2.10) справедливо включение )()( 0Λ∈ Dsf . Тогда, ис-

пользуя соотношения (2.14), (III.1.123), получаем 
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[ ]( , , )h s t κ
′κ −

κ+
Λ

κ+
κ+

κ+
−










κ+
κ+−=

2
0

)(

)(
lnln

s

sf

s

t

t

st

s

t
U  

 

−
κ+κ+

−









κ+
κ+−

2)(

)(
ln

s

sf

t

st

s

t
U

2)(

)(
lnln

κ+κ+
κ+










κ+
κ+

s

sf

s

t

s

t
U . (2.33) 

 

Обозначая через 1W , 2W , 3W  слагаемые в правой части равенства 

(2.33), получаем в силу (2.32)  
 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ= ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 , 

 

откуда следует неравенство 
 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ≤ ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 . 

Тогда 
 

              dstsgtsg
t

∫ −ε
0

0 ),(),( +











κ≤ ∫ ∫

ε

dsdW
t

0 0

1  

 

dsdWdsdW
tt

∫ ∫∫ ∫











κ+












κ+

εε

0 0

3

0 0

2 .                 (2.34) 

 

Покажем, что каждое из слагаемых в правой части неравенства 
(2.34) сходится к нулю при 0→ε . 

Положим )(max)( 0
0

0 sftN
ts

Λ=
≤≤

 (эта запись корректна в силу 

первого включения из (2.11)). Применяя оценку (2.9) и неравенство 
11)( −− ≤κ+ tt , получаем 

 

κ+
κ+

κ+
−










κ+
κ+≤

δω

s

t

s

st

s

t
tPW ln

)(
)(

211 , 

 

где 
t

tN
MtP

)(
)( 0

1 δ= . Тогда  

 

),,()( 11

0

1 tsΙtPdW ε≤κ∫
ε

,                             (2.35) 
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где 

κ
κ+
κ+

κ+
−










κ+
κ+

=ε ∫
ε ωδ

d
s

t

s

st

s

t
tsΙ

0
21 ln

)(
),,( . 

 

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

+





















−
ε+
ε+










ε+
ε+

ω−−
=ε

δδ ω+ω+

δ s

t

s

t

s

t

s

t
tsΙ lnln

1

1
),,(

11

1  

 

 

),,(
1

1
2 tsΙ ε

ω−−
+

δ

,                                                    (2.36) 

где  

=ε ),,(2 tsΙ κ
κ+κ+

−









κ+
κ+

∫
δω+

d
st

st

s

t
t

0

1

))((
. 

 

Так как ts≤≤0 , то 11 )()( −− κ+≤κ+ st , следовательно,  
 

≤ε ),,(2 tsΙ ),,(3 tsΙ ε ,                                  (2.37) 
 

где 

=ε ),,(3 tsΙ κ
κ+

−









κ+
κ+

∫
ε ω+ δ

d
s

st

s

t

0
2

1

)(
. 

 

Будем считать за счет выбора числа 0>δ , что 2−≠δ+ω=ωδ , 

т.е. 02 ≠ω+ δ . Тогда 
 

=ε ),,(3 tsΙ =








κ+
κ+










κ+
κ+− ∫

ε ω+ δ

0

1

s

t
d

s

t
 

 



















−








ε+
ε+

ω−−
=









κ+
κ+

ω−−
=

δδδ ω+ω+

δ

εω+

δ

22

0

2

2

1

2

1

s

t

s

t

s

t
. (2.38) 

 

В силу соотношений (2.37), (2.38) получаем 
 

≤ε ),,(2 tsΙ



















−








ε+
ε+

ω−−

δδ ω+ω+

δ

22

2

1

s

t

s

t
.               (2.39) 

 

В силу (2.36), (2.39) имеем 
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≤ε ),,(1 tsΙ







+


















−
ε+
ε+










ε+
ε+

ω−−

δδ ω+ω+

δ s

t

s

t

s

t

s

t
lnln

1

1
11

 

























−








ε+
ε+

ω−−
+

δδ ω+ω+

δ

22

2

1

s

t

s

t
.                       (2.40) 

 

В силу (2.35), (2.40) справедливо неравенство 
 

≤κ∫
ε

dW
0

1






+


















−
ε+
ε+










ε+
ε+

ω−−

δδ ω+ω+

δ s

t

s

t

s

t

s

ttP
lnln

1

)(
11

1  

 

























−








ε+
ε+

ω−−
+

δδ ω+ω+

δ

22

2

1

s

t

s

t
. 

 

Тогда 

≤











κ∫ ∫

ε

dsdW
t

0 0

1  

 







+


















−
ε+
ε+










ε+
ε+

ω−−
≤ ∫

δδ ω+ω+

δ
ds

s

t

s

t

s

t

s

ttP
t

0

11
1 lnln

1

)(
 

 

























−








ε+
ε+

ω−−
+ ∫

δδ ω+ω+

δ
ds

s

t

s

t
t

0

22

2

1
.                         (2.41) 

 

Найдем каждый из интегралов в правой части неравенства (2.41). 
Используя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

=ε ),(4 tΙ =
ε+
ε+ε+ε+=

ε+
ε+










ε+
ε+

∫∫ δδ
δ

ω−−ω+
ω+ tt

ds
s

t
stds

s

t

s

t

0

11

0

1

ln)()(ln  

[ ]
202

1     )(
1

ln
1

)(
δ→ε

ω−ω−

δ

ω−

δ

ω+

ω
→












ε−ε+

ω
+

ε
ε+ε

ω
ε+= δδδδ t

t
t

t , (2.42) 

 

ибо из условия (2.7) следует неравенство 0>ω− δ , в силу которого 

справедливо соотношение 

0lnlim
0

=








ε
ε+ε δω−

→ε

t
. 
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Далее, используя формулу (2.23), получаем 
 

=)(5 tΙ ==







∫∫ δδ

δ
ω−−ω+

ω+

ds
s

t
stds

s

t

s

t
tt

0

11

0

1

lnln  

 

22
1 1

δ

ω−

δ

ω+

ω
=

ω
= δδ t

tt .                                              (2.43) 

 

В силу (2.42), (2.43) имеем 
 

[ ] 0)(),(lim 54
0

=−ε
→ε

tΙtΙ .                              (2.44) 

Далее, 
 

=ε ),(6 tΙ =ε+ε+=








ε+
ε+

∫∫ δδ
δ

ω−−ω+
ω+ tt

dsstds
s

t

0

22

0

2

)()(  

[ ]
δ→ε

ω−−ω−−

δ

ω+

ω−−
→ε−ε+

ω−−
ε+= δδ

δ

1
    )(

1

)(
0

11
2 t

t
t

,     (2.45) 

 

ибо 01 >ω−− δ  (см. (2.8)). Далее,  
 

=)(7 tΙ ==







∫∫ δδ

δ
ω−−ω+

ω+

dsstds
s

t
tt

0

22

0

2

δω−−1

t
.       (2.46) 

 

В силу (2.45), (2.46) справедливо соотношение 
 

[ ] 0)(),(lim 76
0

=−ε
→ε

tΙtΙ .                                (2.47) 

 

В силу (2.44), (2.47) правая часть неравенства (2.41) сходится к 
нулю при 0→ε , следовательно, 
 

0lim
0 0

1
0

=











κ∫ ∫

ε

→ε
dsdW

t

.                              (2.48) 

 

Докажем, что 
 

0lim
0 0

2
0

=











κ∫ ∫

ε

→ε
dsdW

t

.                             (2.49) 

 

Положим )(max)(
0

sftN
ts≤≤

= . Используя оценку (2.9) и неравен-

ство 11)( −− ≤κ+ tt , получаем 
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222
)(

)(
κ+

−









κ+
κ+≤

δω

s

st

s

t
tPW , 

 

где 
t

tN
MtP

)(
)(2 δ= . Тогда  

),,()( 82

0

2 tsΙtPdW ε≤κ∫
ε

,                             (2.50) 

где 

κ
κ+

−









κ+
κ+

=ε ∫
ε ωδ

d
s

st

s

t
tsΙ

0
28

)(
),,( . 

Имеем 
 

=








κ+
κ+










κ+
κ+

−=ε ∫
ε ωδ

0

8 ),,(
s

t
d

s

t
tsΙ  

 



















−








ε+
ε+

ω−−
=

δδ ω+ω+

δ

11

1

1

s

t

s

t
.        (2.51) 

 

В силу (2.50), (2.51) 
 



















−








ε+
ε+

ω−−
≤κ

δδ ω+ω+

δ

ε

∫
11

2

0

2 1

)(

s

t

s

ttP
dW . 

 

Тогда 
 

ds
s

t

s

ttP
dsdW

tt

∫∫ ∫


















−








ε+
ε+

ω−−
≤












κ

δδ ω+ω+

δ

ε

0

11
2

0 0

2 1

)(
.   (2.52) 

 

Далее,  
 

            =ε ),(9 tΙ =








ε+
ε+

∫
δω+t

ds
s

t

0

1

 

 

[ ]
δ→ε

ω−ω−ω+

δ ω−
→ε−ε+ε+

ω−
= δδδ t

tt     )()(
1

0

1 ;           (2.53) 

 

=Ι )(10 t =







∫

δω+

ds
s

t
t

0

1

δω−
t

.                        (2.54) 
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В силу (2.53), (2.54)  
 

[ ] 0)(),(lim 109
0

=−ε
→ε

tΙtΙ .                             (2.55) 

 

В силу (2.55) правая часть неравенства (2.52) сходится к нулю при 
,0→ε  откуда следует соотношение (2.49). 

Покажем, что 
 

0lim
0 0

3
0

=











κ∫ ∫

ε

→ε
dsdW

t

.                          (2.56) 

 

Применяя оценку (2.9), получаем 
 

κ+
κ+

κ+









κ+
κ+≤

δω

s

t

ss

t
tPW ln

)(

1
)(

233 , 

 

где )()(3 tNMtP δ= . Или, в силу неравенства τ≤τln ,  

2

1

33
)(

1
)(

κ+









κ+
κ+≤

δω+

ss

t
tPW . 

Тогда 

),,()( 113

0

3 tsΙtPdW ε≤κ∫
ε

,                             (2.57) 

где 

∫
ε ω+

κ+
κ










κ+
κ+

=ε
δ

0
2

1

11
)(

),,(
s

d

s

t
tsΙ . 

 

В силу (2.7) справедливо неравенство 01 <ω+ δ , следовательно, 

δδ ω+ω+ ≤κ+ 11)( tt . Тогда 

                   ≤ε ),,(11 tsΙ =κκ+∫
ε

ω−−ω+ δδ

0

31 )( dst  

[ ]δδ
δ

ω−−ω−−

δ

ω+
−ε+

ω−−
= 22

1

)(
2

ss
t

.                     (2.58) 

 

В силу (2.57), (2.58) 
 

[ ]δδ ω−−ω−−
ε

−ε+≤κ∫
22

4

0

3 )()( sstPdW , 
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где )(
2

)( 3

1

4 tP
t

tP
δ

ω+

ω−−
=

δ
. Тогда 

 

[ ] =−ε+≤











κ ∫∫ ∫ δδ ω−−ω−−

ε

dssstPdsdW
tt

0

22
4

0 0

3 )()(  

 

[ ] 0    )(
1

)(
0

1114

→ε

ω−−ω−−ω−−

δ
→−ε−ε+

ω−−
= δδδ tt

tP
, 

 

откуда следует соотношение (2.56). 
Из соотношений (2.48), (2.49), (2.56) и неравенства (2.34) вытека-

ет (2.31), следовательно, справедлив предельный переход (2.30). Лем-
ма 2.3 доказана. 

Лемма 2.4. При выполнении условий а) – г), е) предельная функ-
ция )(0 tx , задаваемая формулой (2.2), является решением уравнения 

(1.1). 
Доказательство. Исходя из формулы (2.18), найдем )(0 tx′ . В силу 

(2.21) подынтегральная функция ),(0 tsg  непрерывна по ),( ts . Пока-

жем, что ее производная [ ]0( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . В силу (2.10) 

справедливо включение )()( 0Λ∈ Dsf . Следовательно, в силу (2.14) 
 

[ ]0( , )
t

g s t ′
s

sf

s

t
U

ts

sf

s

t

s

t
U

t

)(
ln

1)(
lnln

1
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Λ=  

 

или 

[ ]0( , )
t

g s t ′
s

sf

s

t
U

t
tsg

t

)(
ln

1
),(

1
00 







+Λ= .               (2.59) 

 

Используя оценку (2.9), получаем 
 

                    ≤






≤








s

sf

s

t
U

s

sf

s

t
U

)(
ln

)(
ln  

0 )(
0

1

+→

ω−−ω
δ →≤ δδ

s
ssftM ,             (2.60) 

 

ибо 01 >ω−− δ  и )0(  )(
0

fsf
s +→

→ . Из (2.60) видно, что 

0
)(

lnlim
0

=















+→ s

sf

s

t
U

s
.                          (2.61) 
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В силу соотношений (2.20), (2.61) и замкнутости оператора 0Λ  из 

формулы (2.59) следует, что 
 

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .                                  (2.62) 

Используя (2.62), доопределим производную [ ]0( , )
t

g s t ′  по непре-

рывности в нуле: 
 

[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = . 

 

Таким образом, производная ttsg ]),([ 0 ′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно,  
 

[ ]0 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t
x t g s t ds g t t′′ = +∫ . 

 

Учитывая (2.13), получаем 0),(0 =ttg . Тогда 
 

[ ]0 0

0

( ) ( , )
t

t
x t g s t ds′′ = ∫ .                                (2.63) 

 

Найдем )(0 tx ′′ . Для этого покажем, что производная [ ] 20( , )
t

g s t ′′  

непрерывна по ),( ts . Запишем [ ]0( , )
t

g s t ′  в виде  
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g s t ′
s

sf

s

t
U
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sf

s

t

s

t
U

t

)(
ln

1)(
lnln

1 0 






+
Λ








= . 

 

В силу (2.10) справедливо включение )()( 00 Λ∈Λ Dsf . Тогда, 

используя (2.14), получаем 
 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′




+Λ−Λ















=
s

sf

s

t

s

t
U

t

)(
)(lnln

1
0

2
02

 

 





−Λ







+
s

sf
I

s

t
U

)(
)2(ln 0 .                           (2.64) 

 

Применяя оценку (2.9), получаем 
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[ ] 20( , )
t

g s t ′′




+Λ−Λ







≤ δδ ω−−ω
δ )()(ln

1
0

2
0

1
2

sf
s

t
stM

t
 

 

)()2( 0
1 sfIstM −Λ+ δδ ω−−ω

δ .                         (2.65) 
 

В силу соотношения (III.1.107) и неравенства (2.8) имеем 
 

0lnlim 1

0
=







 δω−−

+→ s

t
s

s
.                             (2.66) 

 

В силу включений (2.11) получаем 
 

)0()()()(lim 0
2
00

2
0

0
fsf

s
Λ−Λ=Λ−Λ

+→
,             (2.67) 

 

)0()2()()2(lim 00
0

fIsfI
s

−Λ=−Λ
+→

.               (2.68) 

 

В силу (2.66) – (2.68) правая часть неравенства (2.65) сходится к 
нулю при 0+→s , следовательно,  
 

0
lim

+→s
[ ] 20( , ) 0

t
g s t ′′ = .                            (2.69) 

 

Используя соотношение (2.69), доопределим производную 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′  по непрерывности в нуле: 
 

[ ] [ ]2 20 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′′ ′′= = . 

 

Таким образом, производная [ ] 20( , )
t

g s t ′′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно, в силу (2.63)  

[ ] [ ]20 0 0

0

( ) ( , ) ( , )
t

t t
s t

x t g s t ds g s t
=

′′ ′′′ = +∫ .                 (2.70) 

Запишем формулу (2.64) в виде 
 

[ ] 20( , )
t

g s t ′′















−Λ+Λ−Λ=
s

sf

s

t
UItsg

t

)(
ln)2(),()(

1
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2
02

. 

Тогда 
 

[ ] 20
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( , )
t

t
g s t ds′′∫ [ ])()2()()(

1
000

2
02

tΙItx
t

−Λ+Λ−Λ= ,       (2.71) 
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где 

ds
s

sf

s

t
UtΙ

t

∫ 






=
0

)(
ln)(                               (2.72) 

 

(сходимость несобственного интеграла (2.72) следует из соотношения 
(2.61)). В силу (2.59) 
 

[ ]0 2

( )
( , )

t
s t

f t
g s t

t=

′ = .                                (2.73) 

 

В силу (2.70), (2.71), (2.73) получаем 
 

[ ])()2()()()(
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)( 000
2
020 tΙItxtf

t
tx −Λ+Λ−Λ+=′′ .         (2.74) 

 

Из записи производной )(0 tx ′′  в виде 
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20
)()(

lnln)(
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+ ∫ ds
s

sfI

s

t
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t
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0 )()2(
ln  

 

следует в силу (2.11) включение )(0 tx ′′ ( )EC );,0( ∞∈ , а это означает, 

что )(0 tx ( )EC );,0(2 ∞∈ . 

В силу (2.59), (2.63) имеем 
 

[ ])()(
1

)( 000 tΙtx
t

tx +Λ=′ .                              (2.75) 

 

Используя формулы (2.74), (2.75), получаем 
 

=+′+′′ )()()( 000
2 txBtxAttxt  

 

++Λ+Λ−Λ+= )()()( 000
2
0 txBAtf )()()2( 0 tftΙAI =+−Λ , 

 

в силу того, что 0Λ  – корень характеристического уравнения 

OBIA =+Λ−+Λ )(2  и OAI =+−Λ02  (по условию 
2)()4/1( IAB −= ). Лемма 2.4 доказана. 

Теорема 2.1 доказана. 
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§ 3. Решение уравнения Эйлера в терминах 
косинус и синус оператор-функций 

 

Пусть 
1) xBAxBA = , )()( BADABDx ∩∈ ;  

2) оператор )()2/1(0 AI −=Λ  является генератором полугруппы 

)(tU  класса 0C  и  
 

xBtUxtUB )()( = , )()( 2 BDADx ∩∈ ; 
 

3) операторный дискриминант B−Λ=∆ 2
01  с оператором 0Λ , 

удовлетворяющим условию 2), является производящим оператором 
сильно непрерывной косинус-оператор-функции )(tC  и для любого 

)(ADx ∈   

xAtCxtAC )()( = , 
 

xtCtUxtUtC )()()()( = , 
 

xtStUxtUtS )()()()( = , 
 

где )(tS – синус-оператор-функция, ассоциированная с )(tC : 
 

∫ ττ=
t

dxCxtS
0

)()( , Ex ∈ ; 

 

4) )()()()( 2
1 BDADDtf ∩=∆∈  при каждом ),0[ ∞∈t  и )(tfA , 

)(2 tfA , ( )ECtfB );,0[)( ∞∈ ; 

5) 00, Dx ∈ε , где }|)()()({ 1
3

0 ExBBADABDADxD ∈∩∩∈= ,  
 

});()(|{ 1
1 ECxtCExE R∈∈= ; 10, Dx ∈′ε , где 

|)()({ 2
1 BDADxD ∩∈=  }1ExB ∈ . 

 

Заменой переменной ε−ε= set  задача (1.2), (1.3) сводится к за-

даче (1.25), (1.26) с s=τ , т.е. к задаче 
 

)()()()()( sgsuBsuIAsu εεεε =+′−+′′ , ∞<≤ s0 ,                 (3.1) 
 

0,)0( εε = xu , 0,)0( εε ′ε=′ xu ,                                  (3.2) 
 

где ( )ε−ε= εε
sexsu )( , ( )ε−ε=ε

sefsg )( . 
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Задача (3.1), (3.2) – это задача вида (II.1.1), (II.1.2). В силу усло-
вий 1) – 5) выполняются условия теоремы II.2.1. В силу формулы 
(II.2.9) задача (3.1), (3.2) имеет решение 
 

( ),0 ,0 0 ,0( ) ( ) ( ) ( )u s U s C s x S s x xε ε ε ε ′= + ε − Λ +   
 

∫ ρρρ−ρ−+ ε

s

dgsUsS
0

)()()( .                                  (3.3) 

 

После замены переменной )/)((ln εε+τ=ρ  в интеграле в правой 

части формулы (3.3) и возвращения к прежней переменной t формула 
(3.3) принимает вид 
 

( ) +







Λ−′ε









ε
ε++









ε
ε+










ε
ε+= εεεε 0,00,0, lnlnln)( xx

t
Sx

t
C

t
Utx  

 

τ
ε+τ

τ









ε+τ
ε+










ε+τ
ε++ ∫ d

ft
U

t
S

t

0

)(
lnln .                                        (3.4) 

 

Итак, при выполнении условий 1) – 5) задача (1.2), (1.3) имеет 
решение вида (3.4). 

При условиях, обеспечивающих сходимость несобственного ин-
теграла 

∫ τ
τ
τ










τ









τ
=

t

d
ft

U
t

Stx
0

0
)(

lnln)( , 

 

и условиях на начальные значения 0,εx , 0,ε′x , обеспечивающих сходи-

мость внеинтегральных членов в правой части формулы (3.4) к нулю 
при 0→ε , справедлив предельный переход 
 
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
,  ),0( ∞∈t , 

 

и предельная функция )(0 tx  является ограниченным при 0+→t  ре-

шением уравнения (1.1). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
Дифференциальные уравнения с малым положительным парамет-

ром ε  при производных неизвестной функции, порядок которых при 
0=ε  не понижается, но уравнения приобретают особенности в виде 

сингулярностей, используются в различных прикладных вопросах, в 
частности, в ряде задач гидродинамики. В связи с этим приходится 
изучать поведение решений таких уравнений при 0→ε . 

Предложенный в данной книге конструктивный метод получения 
ограниченных в точке вырождения решений вырождающихся линей-
ных дифференциальных уравнений можно применять при исследова-
нии вырождающихся нелинейных дифференциальных уравнений, а 
также вырождающихся уравнений иного типа. 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
 

 
вырождающееся уравнение 45, 94 
задача Коши для уравнения с неограниченными операторными 

коэффициентами 14 
– – – – с ограниченными операторными коэффициентами 6 
косинус-оператор-функция 11, 31, 80, 127 
операторный дискриминант 6, 14, 46, 94 
– – негативный 6 
– – нулевой 6 
– – позитивный 6 
оценка роста нормы операторной экспоненты 47 
– – – полугруппы 96 
решение задачи Коши для уравнения с неограниченными опера-

торными коэффициентами 14, 25, 31  
– – – – – с ограниченными операторными коэффициентами 7,  

10, 12 
решение уравнения Эйлера с неограниченными операторными 

коэффициентами 96, 113, 128 
– – – с ограниченными операторными коэффициентами 48, 64, 

79,  80 
сильное решение вырождающегося уравнения 45 
– – задачи Коши 6 
синус-оператор-функция 11, 31, 80, 127  
стабилизирующее возмущение 45, 94 
уравнение Эйлера второго порядка 45, 94 
характеристические операторы 6, 14, 46, 94 
характеристическое операторное уравнение 6, 45 
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УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 
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