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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
Теоретическая механика как одна из важнейших дисциплин играет 

существенную роль в подготовке инженеров любых специальностей. Зна-
чимость теоретической механики в инженерном образовании определяет-
ся тем, что она является научной базой очень многих областей современ-
ной техники, фундаментальной дисциплиной, преподавание которой пре-
дусматривает овладение основными методами исследования и решения 
задач механики, развитие логического мышления, выработку умения са-
мостоятельного расширения объёма полученных знаний и проведения 
математического анализа прикладных задач. 

Курс теоретической механики является основой как профессиональ-
ного образования инженера, так и успешного изучения общетеоретиче-
ских и специальных дисциплин, предусмотренных учебными планами 
различных специальностей. Успешное изучение курса возможно только 
при соответствующей математической подготовке, что предполагает уме-
ние студента: вычислять проекции векторов на координатные оси, гео-
метрически и аналитически определять сумму векторов; вычислять ска-
лярное и векторное произведения векторов; пользоваться системой пря-
моугольных декартовых координат; определять производные функции 
одного переменного и частные производные функций нескольких пере-
менных; строить графики функций; знать понятие естественного трёх-
гранника, кривизны и радиуса кривизны кривой; знать основы теории 
кривых второго порядка; интегрировать дифференциальные уравнения. 

Одновременно методы механики как естественной науки, т.е. науки о 
законах природы, позволяют изучить и объяснить целый ряд важных яв-
лений в окружающем нас мире и способствуют дальнейшему росту и раз-
витию естествознания в целом. 

В различных курсах по механическим, строительным и многим дру-
гим специальностям широко используются положения теоретической ме-
ханики. На основе теорем и принципов механики решаются многие инже-
нерные задачи, осуществляется проектирование новых машин, конструк-
ций и сооружений. 

Качественное усвоение курса теоретической механики требует не 
только глубокого изучения теории, но и приобретения твёрдых навыков в 
решении задач. Самостоятельное выполнение студентами курсовых зада-
ний является важным средством повышения знаний. При добросовестном 
отношении к выполнению и защите этой работы студент получает прочные 
знания по предмету, что способствует формированию творческих умений, 
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обеспечивающих последующее развитие знаний и умений в процессе само-
стоятельной профессиональной деятельности. 

В процессе изучения курса теоретической механики студенты вы-
полняют ряд курсовых заданий, количество которых зависит от профиля 
подготовки специалистов, т.е. от объёма и содержания материала курса, 
предусмотренного учебным планом.  

К каждому заданию даются 10 рисунков и таблица с дополняющими 
текст задачи исходными данными. Нумерация рисунков двойная, при 
этом номером рисунка является цифра, стоящая после точки. Например, 
рис. С1.3 – это рис. 3 к задаче С1 и т.д. Номера условий от 0 до 9 пред-
ставлены в первом столбце (или в первой строке) таблицы. Во всех зада-
чах студент выбирает номер рисунка согласно предпоследней цифре 
учебного шифра, а номер условия из таблицы – по последней. Например, 
если шифр оканчивается числом 61, то берутся рис. 6 и условия № 1  
из таблицы. 

При чтении текста каждой задачи учесть нужно следующее. Боль-
шинство рисунков дано без соблюдения масштабов, причём все линии, 
параллельные строкам, считаются горизонтальными, а перпендикулярные 
строкам – вертикальными, и это в тексте задач специально не оговарива-
ется. Также без оговорок считается, что все нити (верёвки, тросы) являют-
ся нерастяжимыми и невесомыми; нити, перекинутые через блок, по бло-
ку не скользят; катки и колёса (в кинематике и динамике) катятся по 
плоскостям без скольжения. Все связи, если не сделано других оговорок, 
считаются идеальными. 

Из всех пояснений в тексте задачи обращайте внимание только на 
относящиеся к вашему варианту, т.е. номеру вашего рисунка или вашего 
условия в таблице. 

Методические указания по выполнению задания даются для каждой 
задачи после её текста. Приводится пример выполнения аналогичной за-
дачи. Цель примера – разъяснить ход решения, но не воспроизвести его 
полностью. Поэтому в ряде случаев промежуточные расчёты опускаются. 
Но при выполнении задания все преобразования и числовые расчёты 
должны быть проделаны с необходимыми пояснениями. В конце должны 
быть даны ответы. 

Отчёт о проделанной курсовой работе проводится в назначенное 
преподавателем время. Если в процессе проверки были обнаружены 
ошибки, работа возвращается на доработку. Студент должен не только 
предоставить аккуратно выполненное и оформленное курсовое задание, 
но и ответить на вопросы преподавателя, знать основные законы, теоре-
мы, формулы, используемые в работе. 
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СТАТИКА 
 

 
Задание С1 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ ОПОР СОСТАВНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЛОСКОЙ СИСТЕМЫ СИЛ 

 

Конструкция состоит из двух частей, которые в точке С или соеди-
нены друг с другом шарнирно (рис. С1.0 – С1.5), или свободно опираются 
друг о друга (рис. С1.6, С1.7), или соединены друг с другом скользящей 
заделкой (рис. С1.8, С1.9). Внешними связями, наложенными на конст-
рукцию, являются в точке А или шарнир, или жёсткая заделка; в точке В 
или гладкая плоскость, или невесомый стержень ВВ', или шарнир; в точке D 
невесомый стержень DD'. 

 
 

  

Рис. С1.0 Рис. С1.1 
 
 

 
 

Рис. С1.2 
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Рис. С1.3 Рис. С1.4 
 
 
 

 
 

Рис. С1.5 
 
 
 

  
 

Рис. С1.6 
 

Рис. С1.7 
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Рис. С1.8 Рис. С1.9 

 
Таблица С1 

 

Номер 
условия 

Силы 

γ, 
град 

Нагруженный 
участок 

  

Точка 
приложения 

α, 
град 

Точка 
приложения 

β, 
град 

0 L 30 D 60 30 AE 

1 E 45 L 30 60 EH 

2 H 60 D 45 30 CL 

3 D 30 L 60 45 AE 

4 L 45 E 30 60 AH 

5 D 60 H 45 30 BL 

6 H 30 E 60 45 CL 

7 D 45 L 30 60 AH 

8 L 30 K 60 45 EH 

9 H 60 L 45 30 CK 
 
На каждую конструкцию действуют: пара сил с моментом  

М = 50 кН · м, равномерно распределённая нагрузка интенсивности  
q = 10 кН/м и две силы F1 = 20 кН, F2 = 40 кН. Направления и точки приложе-
ния этих сил указаны в табл. С1; там же в столбце «Нагруженный участок» 
указано, на каком участке действует распределённая нагрузка (например, в 

условиях № 2 на конструкцию действуют сила 1F  под углом 60° к горизон-

тальной оси, приложенная в точке Н; сила 2F  под углом 45° к горизонталь-
ной оси, приложенная в точке D; нагрузка, распределённая на участке CL).  
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Таблица С1а 
 

Нагруженные участки на конструкции 

горизонтальный вертикальный наклонённые к горизонтальной оси 

 

 
  

 
Направление действия распределённой нагрузки на различных по 

расположению участках указано в табл. С1а. Значения угла γ, показанного 
на рис. С1.0 – С1.9, даны в табл. С1. 

Определить реакции внешних связей, наложенных на конструкцию, а 
также соединения С, вызываемые действующими нагрузками. При расчё-
тах принять а = 0,4 м. 

 
Методические указания 

 

Перед выполнением задания С1 необходимо изучить тему «Равновесие 
системы тел под действием плоской системы сил», при этом следует разо-
брать пример решения и решить самостоятельно задачи из рекомендуемой 
литературы: [1, т. 1 – 1.27, 1.31, 1.33]; [5 – 4.34, 4.35, 4.43]; [6 – С3].  

При решении задачи следует учесть, что внешние силы (активные и 
реакции связей), приложенные к системе, удовлетворяют тем же уравне-
ниям равновесия, что и в случае равновесия одного тела. Если система тел 
разделяется на отдельные тела, то при замене их взаимодействия реак-
циями внутренних связей последние должны иметь противоположные 
направления и равные модули. 

Возможны два способа решения задания С1: 
1) сначала составляют уравнения равновесия для всей системы тел в 

целом, в которые входят только внешние активные силы и реакции свя-
зей; затем, расчленив систему на отдельные тела, составляют уравнения 
равновесия одного из тел, изображая его отдельно и указывая реакции 
внутренних связей; 

2) систему тел разделяют на отдельные тела с указанием как внеш-
них сил, так и реакций внутренних связей для каждого из тел в отдельно-
сти и составляют уравнения равновесия указанных тел системы. 
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Системы координат, на оси которых определяются проекции дейст-
вующих сил, могут выбираться отдельно как для каждого тела, так и для 
всей системы тел. 

 
Пример выполнения задания С1 

 

На часть конструкции АВС ( АВС∠  = 90°), конец А которой жёстко 
заделан, в точке С опирается вторая часть конструкции CDE (рис. С1, а) с 

шарнирно-неподвижной опорой Е. К конструкции приложены силы 1F , 

2F  в точках K и D, равномерно распределённая на участке BL нагрузка 

интенсивности q и пара сил с моментом М. 
 

Дано: F1 = 30 кН; F2 = 10 кН; М = 40 кН ⋅ м; q = 20 кН/м; а = 0,5 м;  
α = 60°; β = 30°; γ = 30°. 

Определить: реакции в точках А, С, Е, вызываемые заданными  
нагрузками. 

 

 
 

а) 
 

                 
 

                                 б)                                                                в) 
 

Рис. С1 
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Решение 
 

1. Для определения реакций рассмотрим сначала равновесие части 
CDE конструкции (рис. С1, б). Проведём координатные оси xy и изобра-

зим действующие на часть конструкции CDE силы: силу 2F , реакцию N , 

направленную перпендикулярно стержню CD, составляющие EX  и EY  

реакции шарнира Е. Изобразим также момент М пары сил. Для получен-
ной плоской системы сил составим три уравнения равновесия: 

 

∑ =γ−β−= 0sincos:0 2 NFXF Ekx ;                           (1) 
 

∑ =γ+β+= 0cossin:0 2 NFYF Eky ;                           (2) 
 

( ) ( )∑ =γγ++γ⋅+−β⋅= .0coscos22sin2sin2:0 2
2 aaNaNMaFFM kE  

(3) 

При вычислении момента реакции N  разлагаем её на составляющие 

1N  и 2N  и применяем теорему Вариньона. 

2. Рассмотрим равновесие части АВС конструкции (рис. С1, в). На 

неё действуют в точке K сила 1F , равномерно распределённая нагрузка, 

которую заменяем силой Q , приложенной в середине участка BL (чис-

ленно Q = q ⋅ 2a = 20 кН), сила давления части CDE конструкции N ′ , на-

правленная противоположно реакции N , и реакция жёсткой заделки, со-

стоящая из силы с составляющими AA YX , , и пары сил с моментом МА. 

Для этой плоской системы сил тоже составляем три уравнения рав-
новесия: 

0cossin:0 1 =+−α+γ′=∑ Akx XQFNF ;                      (4) 
 

0sincos:0 1 =+α+γ′−=∑ Aky YFNF ;                         (5) 
 

( )
.02sin2

cos3cos3sin3:0

1

1

=+⋅−α⋅−

−α⋅+γ⋅′+γ⋅′=∑
A

kA

MaQaF

aFaNaNFM
 

 

При вычислении моментов сил N ′  и 1F  разлагаем их на состав-

ляющие и применяем теорему Вариньона. Подставив в составленные 
уравнения числовые значения заданных величин и решив систему уравне-

(6)
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ний (1) – (6), найдём искомые реакции. При решении учитываем, что чис-
ленно NN ′=  в силу равенства действия и противодействия. 

 

Ответ: XA = –4,38 кН; YA = –9,74 кН; MA = –14,95 кН · м; N = 18,76 кН; 
XE = 18,04 кН; YE = –21,24 кН. Знаки указывают, что силы XA, YA, YE и  
момент MA направлены противоположно показанным на рисунках. 

 
Задание С2 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ ОПОР ТВЁРДОГО ТЕЛА  
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ СИЛ 

 

Конструкция, состоящая из двух однородных прямоугольных тонких 
плит, жёстко соединённых под некоторым углом друг к другу, закреплена 
сферическим шарниром (или подпятником) в точке А, цилиндрическим 
шарниром (подшипником) в точке В и невесомым стержнем 1 или же двумя 
подшипниками в точках А и В и двумя невесомыми стержнями 1 и 2. Все 
стержни прикреплены к плитам и к неподвижным опорам шарнирами. 

Размеры плит указаны на рисунках. Вес большей плиты Р1 = 10 кН, 
вес меньшей плиты Р2 = 6 кН. Большая из плит расположена или в гори-
зонтальной координатной плоскости xy (рис. С2.0 – С2.4), или в верти-
кальной координатной плоскости xz (рис. С2.5, С2.9), или в вертикальной 
координатной плоскости yz (рис. С2.6 – С2.8). Меньшая плита образует 
угол δ или с координатной плоскостью xy (рис. С2.0 – С2.4), или с верти-
кальной координатной плоскостью yz (рис. С2.6, С2.7), или с плоскостью 
параллельной горизонтальной координатной плоскости xy (рис. С2.8), или 
с плоскостью параллельной вертикальной координатной плоскости yz 
(рис. С2.5, С2.9). 

На конструкцию действуют пара сил с моментом М = 5 кН ⋅ м, лежа-
щих в плоскости меньшей плиты, и две силы. Значения этих сил, их на-

правления и точки приложения указаны в табл. С2, при этом сила 1F  лежит 

в плоскости xy или в плоскости ей параллельной, сила 2F  – в плоскости xz 

или в плоскости ей параллельной, сила 3F  – в плоскости yz или в плоскости 

ей параллельной. Точки приложения сил (D, E, H, K) находятся в углах или 
в серединах сторон большей плиты. Угол θ, определяющий положение 
стержня 1, равен 32°. Значения угла δ, показанного на рис. С2.0 – С2.9, да-
ны в табл. С2. 

Определить реакции связей в точках А и В и реакцию стержня 
(стержней). При подсчётах принять а = 0,6 м. 



12 

               Рис. С2.0 
 
 
 

     Рис. С2.1 
 
 
 

     Рис. С2.2 
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Рис. С2.3                 
 

Рис. С2.4                             
 

Рис. С2.5                                       
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                           Рис. С2.6   
 
 

                    Рис. С2.7 

 

                                   Рис. С2.8 
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Рис. С2.9 
 
 
 

Таблица С2 
 

Силы 
   δ, 

град F1 = 4 кН F2 = 6 кН F3 = 8 кН 

Номер 
условия 

Точка 
приложения 

α, 
град 

Точка 
приложения 

β, 
град 

Точка 
приложения 

γ, 
град 

0 D 30 K 60 – – 45 

1 – – E 30 H 45 60 

2 K 45 – – D 60 30 

3 E 30 H 45 – – 60 

4 – – D 60 E 30 45 

5 H 45 – – K 60 30 

6 K 60 E 30 – – 45 

7 – – H 45 K 60 30 

8 H 60 – – E 30 60 

9 E 45 D 60 – – 30 
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Методические указания 
 

Перед выполнением задания С2 необходимо изучить тему «Равнове-
сие пространственной системы сил», при этом следует рассмотреть при-
мер решения и решить самостоятельно задачи из рекомендуемой литера-
туры: [1, т. 1 – 2.2, 2.7, 2.10, 2.11]; [5 – 8.16, 8.24, 8.25, 8.29]; [6 – С7]. 

Принцип выполнения задания С2 такой же, как и для равновесия 
плоской системы сил. Рассматривая равновесие выделенного тела, заме-
няют наложенные на тело связи их реакциями и составляют уравнения 
равновесия этого тела. Следует учесть, что реакция цилиндрического 
подшипника раскладывается на две составляющие, перпендикулярные 
оси подшипника, а реакция сферического шарнира или подпятника – на 
три составляющие по всем координатным осям. 

Если определение угла между линией действия силы и осью затруд-
нительно, то для нахождения проекции силы на ось бывает удобным най-
ти сначала её проекцию на координатную плоскость, в которой эта ось 
лежит, а потом найденную проекцию на плоскость спроектировать на 
данную ось. 

При определении момента силы относительно оси часто полезным 
оказывается разложение силы на составляющие, каждая из которых па-
раллельна какой-либо из координатных осей, и использование теоремы 
Вариньона о моменте равнодействующей относительно оси. 

Необходимо помнить, что если линия действия силы пересекает ось 
или ей параллельна, то момент силы относительно этой оси равен нулю. 

 
Пример решения задания С2 

 

Конструкция, состоящая из двух однородных прямоугольных тонких 
плит, соединённых по линии AD, закреплена сферическим шарниром в 
точке А, цилиндрическим (подшипником) в точке В и невесомым стерж-
нем 1 (рис. С2). Большая плита горизонтальна, а меньшая образует с вер-
тикальной плоскостью угол β. Стержень 1 образует с горизонтальной 
плоскостью угол γ. Вес большей плиты Р1, вес меньшей плиты Р2. На кон-

струкцию в плоскости, параллельной xz, действует сила F , а в плоскости 
меньшей плиты – пара сил с моментом М. 

 
 

Дано: Р1 = 5 кН; Р2 = 3 кН; F = 6 кН; М = 4 кН ⋅ м; а = 0,4 м; α = 60°;  
β = 30°; γ = 22°; BE = CE. 

Определить: реакции опор А, В и стержня 1. 
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Рис. С2 
 
Решение  
 

1. Рассмотрим равновесие конструкции. На конструкцию действуют 

заданные силы 1P , 2P , F  и пара сил с моментом М, а также реакции  

связей. Реакцию сферического шарнира разложим на три составляющие 

AX , AY , AZ , цилиндрического (подшипника) – на две составляющие 

BX , BZ  (в плоскости, перпендикулярной оси подшипника); реакцию N  

стержня направляем вдоль стержня от С к С', предполагая, что он растя-

нут. Вектор-момент пары сил M  направляем перпендикулярно плоскости 
действия пары сил в такую сторону, чтобы, смотря навстречу этому век-

тору, видеть пару сил, стремящуюся вращать конструкцию вокруг M  в 
сторону, обратную вращению часовой стрелки. 

2. Для определения шести неизвестных реакций составляем шесть 
уравнений равновесия действующей на конструкцию пространственной 
системы сил: 

 

∑ =δγ−α++= 0coscoscos:0 NFXXF BAkx ;                 (1) 
 

∑ =δγ+= 0sincos:0 NYF Aky ;                              (2) 
 

∑ =α+γ+−−+= 0sinsin:0 21 FNPPZZF BAkz ;               (3) 
 

( ) 0sin5,05,13sin3sin3:0 21 =β⋅−⋅+⋅γ−⋅α−⋅−=∑ aPaPaNaFaZFM BkX ; (4) 

( )∑ =β+++α−⋅γ−= 0cossin2sin:0 21 MaPaPaFaNFM kY ;     (5) 
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( )∑ =β+⋅α+⋅= .0sin3cos3:0 MaFaXFM BkZ                 (6) 
 

При определении проекций силы N  на оси x и y в уравнениях (1) и 

(2) удобнее сначала найти проекцию N ′  этой силы на плоскость xoy (чис-
ленно γ=′ cosNN ), а затем найденную проекцию на плоскость спроекти-

ровать на оси x, y. Для определения моментов сил F  и N  относительно 

осей разлагаем их на составляющие FF ′′′,  и NN ′′′,  и применяем тео-

рему Вариньона, ( ) ( ) ( )FMFMFM XXX ′′+′=  и т.д. Составляя уравнения 

моментов, учитываем, что сумма моментов сил, образующих пару отно-
сительно некоторой оси, равна проекции на эту ось вектора-момента  

пары, ( ) ( ) YYY MQMQM =′+ . 

Подставив в составленные уравнения числовые значения всех задан-
ных величин и решив эти уравнения, найдём искомые реакции. 

 

Ответ: XA = 9,54 кН; YA = –11,80 кН; ZA = 5,75 кН; XB = –4,67 кН;  
ZB = –8,68 кН; N = 15,30 кН. Знак минус указывает, что реакции 

BBA ZXY ,,  направлены противоположно показанным на рис. С2. 
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КИНЕМАТИКА 
 

 
Задание К1 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ 

 

По заданным уравнениям движения точки ( )tfx 1= , ( )tfy 2=  найти 

уравнение траектории точки, а также её скорость; нормальное, касатель-
ное и полное ускорения; радиус кривизны траектории для 11 =t  с. На ри-

сунке показать вид траектории, положение точки для 11 =t  с и в этом по-

ложении найденные векторные величины. Уравнения движения точки 
указаны в табл. К1. Выбор варианта: ( )tfx 1=  находится по предпослед-

ней цифре шифра, а ( )tfy 2=  – по последней цифре. 
 
 

Таблица К1 
 

Цифры шифра ( )tfx 1= , м ( )tfy 2= , м 

0 
6

sin2
π

 t
3

cos3
π−  

1 t
3

cos32
π−  t

6
sin21

π+  

2 t
3

sin21
π+−  t

3
cos3

π
 

3 t
6

cos3
π+  t

6
sin2

π−  

4 t
6

sin31
π+  t

3
cos4

π−  

5 t
3

cos2
π+−  t

6
sin21

π−−  

6 t
6

sin3
π+−  t

6
cos32

π+−  

7 t
3

cos5
π−  t

3
cos23

π−  

8 t
6

sin24
π+−  t

3
cos32

π+  

9 t
3

cos2
π

 t
6

cos23
π+−  
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Методические указания 
 

Перед выполнением задания К1 необходимо изучить тему «Координат-
ный способ задания движения точки, скорость и ускорение точки»; при этом 
следует рассмотреть пример решения и решить самостоятельно задачи из ре-
комендуемой литературы: [1, т. 1 – 3.29, 3.33]; [5 – 12.17, 12.18, 12.27][6 – К1]. 

При решении задачи на определение уравнения траектории точки и 
её кинематических характеристик целесообразно придерживаться сле-
дующего порядка: 

1) исключить из уравнений движения точки в координатной форме 
время и получить уравнение относительно координат точки; 

2) построить линию, уравнение которой получено, указав при этом, 
является ли траекторией движения точки вся линия или какая её часть в 
случае, если координаты точки являются тригонометрическими функция-
ми времени; 

3) по уравнениям движения точки найти её координаты, проекции 
скорости и ускорения на оси координат в данный момент времени, показать 
на чертеже положение точки и построить векторы скорости и ускорения; 

4) определить касательное и нормальное ускорения точки в данный 
момент времени и показать на чертеже разложение вектора ускорения 
точки на указанные составляющие; 

5) определить по направлениям векторов скорости и касательного 
ускорения точки, является ли её движение в данный момент времени ус-
коренным или замедленным; 

6) найти радиус кривизны в соответствующей точке траектории. 
В случае, если в уравнениях движения точки углы под знаком синуса 

и косинуса не равны, а относятся как 1 : 2 (или 2 : 1), то для определения 
уравнения траектории точки надо использовать формулы тригонометрии 

вида 1cos2sin212cos 22 −α=α−=α . 
 

Пример решения задания К1 
 

Решить задачу К1 для следующих уравнений движения точки М: 

tx
6

cos31
π−=  м, ty

6
sin23

π+−=  м. 

 

Решение 
 

1. Нахождение траектории движения точки М. Из данных уравне-
ний движения исключим параметр t, воспользовавшись формулой триго-

нометрии 1cossin 22 =α+α , где 6/tπ=α . 
 

3

1

6
cos

−−=π x
t ; 

2

3

6
sin

+=π y
t ; 

( ) ( )
1

2

3

3

1
2

2

2

2

=++− yx
. 
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Рис. К1 
 
Уравнением траектории является эллипс с полуосями 3=a , 2=b  и 

центром в точке С (1; –3). 
Найдём координаты точки М в момент 11 =t с: 
 

6,1
6

cos311 −≈π−=x ; 2
6

sin231 −=π+−=y ; 1M (–1,6; 2). 

 

Покажем на рис. К1 траекторию и положение точки 1M  на ней. 

2. Определение скорости точки. Проекции скорости точки на оси 
координат равны 

 

t
dt

dx
Vx 6

sin
2

ππ== ;    t
dt

dy
Vy 6

cos
3

ππ== . 

 

Модуль скорости точки 22
yx VVV += . При 11 =t с ≈ππ=

6
sin

21xV  

785,0≈  м/с; 905,0
6

cos
31 ≈ππ=yV  м/с; 2,11 =V  м/с. 

Покажем на рисунке вектор скорости 1V  с учётом знаков его проек-

ций, который направлен по касательной к эллипсу в точке 1M . 
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3. Определение полного ускорения точки. Проекции ускорения на 
оси координат равны 

 

t
dt

dV
W x

x 6
cos

12

2 ππ== ; t
dt

dV
W y

y 6
sin

18

2 ππ−== . 

 

Модуль ускорения равен 22
yx WWW += . При 11 =t с   71,01 =xW  м/с2;; 

27,01 −=yW  м/с2; 76,01 =W  м/с2. 

Покажем на рисунке вектор ускорения 1W  с учётом знаков проекций 

этого вектора. 
4. Определение касательного ускорения точки. Касательное ускоре-

ние определяется по формуле 
 

V

WVWV

dt

dV
W yyxx +

==τ . 

 

При 11 =t с        26,0
1

1111
1 ≈

+
=τ V

WVWV
W yyxx  м/с2. 

5. Определение нормального ускорения точки: 
 

22
τ−= WWWn . 

 

Для момента времени 11 =t с    71,02
1

2
11 ≈−= τWWWn  м/с2.  

Разложим вектор ускорения 1W  на касательное τ1W  и нормальное nW1  

ускорения, показав их на рисунке. 

Направления векторов τ1W  и 1V  одинаковы, поэтому движение точки 

в данный момент времени является ускоренным. 
6. Определение радиуса кривизны траектории: 
 

nW

V 2

=ρ . 

При 11 =t с                         2
1

2
1

1 ≈=ρ
nW

V
м.  

Покажем на рис. К1 радиус кривизны траектории: 111 MC=ρ . 
 

Ответ: 2,11 =V  м/с; 76,01 =W  м/с2; 26,01 =τW  м/с2; 71,01 =nW  м/с2; 

21 =ρ  м. 
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Задание К2 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АБСОЛЮТНОЙ СКОРОСТИ И  
АБСОЛЮТНОГО УСКОРЕНИЯ ТОЧКИ 

 

Тело D совершает вращательное движение вокруг неподвижной оси 
по закону ( )tfe 1=ϕ . Относительно тела D вдоль прямолинейного или в 

форме дуги окружности радиуса R желоба AB движется точка М по закону 
АМ = ( )tfsr 2= . 

На рисунках К2.0 – К2.9 точка М показана в положении, при котором  
АМ = 0>rs ; положительное направление отсчёта угла eϕ  указано круго-

вой стрелкой, размеры на рисунках и величина R указаны в метрах. Найти 
абсолютные скорость и ускорение точки М в момент времени 11 =t  с.  

Числовые данные приведены в табл. К2, при этом номер рисунка и ( )tf1  

выбираются по предпоследней цифре шифра, а ( )tf2  – по последней циф-

ре шифра из соответствующей графы для своего рисунка. 
 

 
 

Рис. К2.0 
 
 

 
 

Рис. К2.1 
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Рис. К2.2 
 
 
 

 
 
 

Рис. К2.3 
 
 
 

 
 
 

Рис. К2.4 
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Рис. К2.5 
 
 

 
 
 

Рис. К2.6 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. К2.7 
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Рис. К2.8 
 

Рис. К2.9 
 

Таблица К2 
 
 

Цифры 
шифра 

( )tfe 1=ϕ , рад ( )tfsr 2= , м ( )tfsr 2= , м 

для всех рисунков для рис. К2.0 – К2.4 для рис. К2.5 – К2.9 

0 tt 32 2 −  534 2 +− tt  ( )23 23
3

ttR −π
 

1 23 2tt −  325 2 −+ tt  ( )ttR 34
2

2 −π
 

2 tt 52 −  443 32 +− tt  ( )23 45
6

ttR −π
 

3 35 tt −  124 2 +− tt  ( )ttR 35
6

2 −π
 

4 32 tt −  248 32 +− tt  ( )23 35
3

ttR −π
 

5 22 tt +  335 32 +− tt  ( )ttR 23
2

3 −π
 

6 23 tt −  122 2 ++ tt  ( )ttR 67
4

2 −π
 

7 tt 32 −  224 32 −+ tt  ( )ttR −π 32
3

 

8 tt 23 −  433 2 +− tt  ( )233
6

ttR −π
 

9 tt −22  23 2 +− tt  ( )ttR 35
6

3 −π
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Методические указания 
 

Перед выполнением задания К2 необходимо изучить тему «Сложное 
движение точки»; при этом следует разобрать пример решения и решить 
самостоятельно задачи из рекомендуемой литературы: [1, т. 1 – 5.12, 5.13, 
5.14]; [5 – 22.14, 22.25, 23.27]; [6 – К7]. 

При решении задачи рекомендуется придерживаться следующей по-
следовательности: 

1) разложить абсолютное движение точки на составляющие, опре-
делив относительное и переносное движения; 

2) определить положение точки относительно пластины в данный 
момент времени; в случае, если траекторией относительного движения 
является окружность, положение точки определяется центральным углом 

R

sr=α , где в правую часть этого равенства следует подставить 11 =t  с, не 

подставляя числового значения R; 
3) определить скорость, касательное и нормальное ускорения отно-

сительного движения точки; 
4) определить угловые скорость и ускорение переносного движения 

(пластины), скорость, вращательное и центростремительное ускорения 
переносного движения точки; 

5) по известным угловой скорости переносного движения и относи-
тельной скорости точки найти её кориолисово ускорение; 

6) изобразить на чертеже векторы кинематических величин, опреде-
лённых в предыдущих пунктах с учётом полученных знаков этих величин; 

7) выбрать прямоугольную систему координат с началом в точке М, 
на осях которой будут определяться проекции относительной и перенос-
ной скоростей и ускорений и кориолисова ускорения точки; 

8) применяя теорему сложения скоростей, определить абсолютную 
скорость точки, используя метод проекций или теорему косинусов; 

9) применяя теорему сложения ускорений, определить абсолютное 
ускорение точки, используя метод проекций. 

Учесть, что в уравнения проекций абсолютной скорости и ускорения 
точки должны подставляться абсолютные величины скоростей и ускоре-
ний относительного и переносного движения точки. 

 
Пример решения задания К2 

 

Решить задачу К2 (рис. К2, а, б) при следующих условиях: 
 

322 tte −=ϕ  рад,   32 23 ++== ttAMsr  м. 



28 

        
 

                                     а)                                                               б) 
 

Рис. К2 
 
Решение 
 

Точка М совершает сложное движение, состоящее из двух движений: 
относительного движения по прямой АВ и переносного движения по  
окружности радиуса МК. 

Найдём положение точки М на теле D в момент времени 11 =t  с и 

определим радиус МК переносного вращения: 
 

632 1
1

3
1 =++== ttsAM r  м;    1,560sin ≈°= AMMK  м. 

 

Определяем скорости точки М. 

Относительная скорость точки tt
dt

ds
V r

r 26 2 +==  м/с. При 11 =t  с 

8=rV  м/с. Вектор rV  направлен по прямой АВ от точки А к точке В. 

Переносная скорость точки MKV ee ω= . 

Угловая скорость переносного движения 
 

234 tt
dt

d e
e −=ϕ=ω  с–1, 

 

при 11 =t  с  1=ωe  с–1; 1,5=eV  м/с. Так как 0>ωe , то тело D вращается  

в направлении положительного отсчёта угла eϕ . Вектор eV  направлен 

перпендикулярно плоскости чертежа (по оси x к нам). 

Абсолютная скорость точки er VVV += . Так как er VV ⊥ , то модуль 

абсолютной скорости точки равен 5,922 ≈+= er VVV  м/с. 

Направление вектора V  определяется диагональю параллелограмма, 

построенного на векторах rV  и eV  (рис. К1, а). 
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Абсолютное ускорение точки при сложном движении определяется 
формулой 

cee
n

rr WWWWWW ++++= τ цв .                                (1) 
 

Относительное касательное ускорение 212 +==τ t
dt

dV
W r

r м/с. При 

11 =t  с, 14=τ
rW  м/с. Вектор τ

rW  направлен по АВ к точке В (рис. К1, б). 

Относительное нормальное ускорение 0
2

=
ρ

= rn
r

V
W , так как для 

прямолинейного относительного движения ∞=ρ . 

Переносное вращательное ускорение MKW ee ε=в . 

Угловое ускорение переносного движения 
 

t
dt

d e
e 64−=ω=ε  с–2, 

 

при 11 =t с; 2−=εе с–2; 2,10в −=eW  м/с2. Знак «–» означает, что вектор в
eW  

направлен противоположно вектору переносной скорости eV . 

Переносное центростремительное ускорение 
 

1,52ц =ω= MKW ee  м/с2. 
 

Вектор ц
eW  направлен по радиусу МK к точке K. 

Вектор кориолисова ускорения [ ].2 rec VW ×ω=  

Модуль кориолисова ускорения точки равен 
 

( ) 9,13120sin2,sin2 ≈°ω=ωω= rererec VVVW  м/с2. 
 

Вектор cW  направлен по оси к нам, согласно правилу Жуковского 

(или правилу векторного произведения). 
Модуль абсолютного ускорения точки найдём методом проекций. 

Спроектируем векторное равенство (1) на оси прямоугольной системы 
координат x, y, z с началом в точке М: 

 

7,3в =−= ecx WWW  м/с2; 
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760cos −=°−= τ
ry WW  м/с2; 

 

730cos ц =−°= τ
erz WWW  м/с2. 

 

По проекциям определяем модуль абсолютного ускорения точки М 
 

6,10222 ≈++= zyx WWWW  м/с2. 
 

Ответ: 5,9=V  м/с; 6,10=W  м/с2. 

 
Задание К3 

 

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКОГО МЕХАНИЗМА 
 

Плоский механизм состоит из четырёх стержней и ползуна, соеди-
нённых между собой и с опорами шарнирами (рис. К3.0, К3.1). На  
рис. К3.0 угловые скорости 1ω  (или 4ω ) постоянны, а стержни АВ гори-

зонтальны на обоих рисунках, причём AD = DB. В таблице К3 приведены 
данные величины для двух рисунков, при этом 4,01 =l  м; 2,12 =l  м; 

4,13 =l  м; 6,04 =l  м. 

 

 
 
 
 
 

Рис. К3.0 
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Рис. К3.1 

 
Таблица К3 

 

Номер 
условия 

Углы, град Рис. К3.0 Рис. К3.1 

α β γ ϕ ω1, с
–1 ω4, с

–1 ω1, с
–1 ε1, с

–2 
VB, 
м/с 

WB, 
м/с2 

0 30 120 60 0 2 – 2 1 – – 

1 60 90 30 90 4 – – – 2 4 

2 90 60 90 60 – 5 5 2 – – 

3 120 30 60 0 – 3 – – 6 2 

4 150 60 30 90 3 – 1 2 – – 

5 90 120 90 60 6 – – – 10 1 

6 120 90 60 0 – 2 10 3 – – 

7 150 270 30 90 5 – – – 8 2 

8 60 120 90 60 – 4 6 4 – – 

9 210 90 60 0 – 6 – – 12 2 
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В результате решения задачи должны быть найдены, кроме заданных 
в условии: скорости точек A, B, C, D, E; угловые скорости ω1, ω2, ω3, ω4; 
ускорения точек А и В; угловые ускорения ε1, ε2, ε4 (для рис. К3.0) и ε1, ε2 
(для рис. К3.1). Рисунок К3.0 соответствует предпоследней цифре шифра  
0 – 4; рис. К3.1 для предпоследней цифры 5 – 9; номер условия выбирает-
ся по табл. К3 согласно последней цифре шифра. 

 
Методические указания 

 

При выполнении задания К3 необходимо изучить тему «Плоскопарал-
лельное движение твёрдого тела», при этом следует разобрать пример  
решения и решить самостоятельно задачи из рекомендуемой литературы:  
[1, т. 1 – 6.4, 6.10, 6.17, 6.20]; [5 – 16.22, 16.33, 16.37, 18.11, 18.23]; [6 – К3, К4]. 

При решении задания рекомендуется придерживаться следующей 
последовательности действий: 

1) на чертеже изобразить механизм в том положении, в котором 
требуется определить его кинематические характеристики; 

2) по данным задачи следует определить модуль и направление ско-
рости одной точки звена механизма и направление скорости другой точки 
этого же звена; 

3) определить линейные скорости точек звеньев механизма и их уг-
ловые скорости, используя теорему о проекциях скоростей двух точек или 
понятие мгновенного центра скоростей этого звена; 

4) найти, если оно не задано по условию задачи, ускорение какой-
нибудь точки звена, принимая её в дальнейшем за полюс; при этом, если 
точка движется по окружности, то её ускорение представить геометриче-
ской суммой вращательного и центростремительного ускорений; 

5) записать векторное равенство, являющееся аналитическим выра-
жением теоремы об ускорениях точек тела при плоскопараллельном дви-
жении; при этом одна точка является полюсом, а другая – точкой, ускоре-
ние которой надо найти; 

6) представить ускорение точки геометрической суммой вращатель-
ного и центростремительного, если точка, ускорение которой определяет-
ся, движется по окружности; 

7) проектируя обе части векторного равенства относительно ускоре-
ний указанных точек на прямую, проходящую через точки, и на прямую, 
перпендикулярную к ней, найти требуемое ускорение точки и вращатель-
ное её ускорение по отношению к полюсу; 
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8) определить требуемые угловые ускорения звеньев механизма. 
Следует помнить, что в механизме, состоящем из нескольких звень-

ев, каждое звено, совершающее плоскопараллельное движение, имеет 
свой мгновенный центр скоростей и свою угловую скорость в данный 
момент времени. 

 
Пример решения задания К3 

 

Дано: для плоского механизма, указанного на рис. К3: =∠ xAO1 45°; 

=∠ 2ABO 60°; =∠BDE 60°; 4; 1 =ω= DBAD с–1; l1 = 0,6 м; l2 = 1,4 м;  

l3 = 1,6 м; l4 = 0,8 м. 
Определить: .,,,,,,,,, 42432 εεωωω BADBA WWVVV . 

 

 
 

Рис. К3 
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Решение 
 

Покажем на рисунке направления скоростей всех указанных точек 
согласно наложенным связям и найдём мгновенные центры скоростей 2C  

и 3C  звеньев 2 и 3 соответственно. Векторы скоростей точек А и В  

перпендикулярны соответственно AO1  и BO2  и направлены в соответст-

вие с угловыми скоростями звеньев 1 и 4 механизма. Вычисляем скорость 
точки А 

 

4,211 =ω= AOVA  м/с. 
 

Восстанавливая перпендикуляры к векторам AV  и BV  в точках А и В 

до их пересечения, получим точку 2C  – мгновенный центр скоростей  

звена 2. Так как точка 2C  – мгновенный центр скоростей, то имеет место 

соотношение 
 
 

.2
222

ω===
DC

V

BC

V

AC

V DBA                                      (1) 

 
 

Направление скорости AV  позволяет показать направление угловой 

скорости 2ω  звена 2, что определяет вектор скорости DV  точки D этого 

звена ( )DCVD 2⊥ . 

Учитывая, что скорость точки Е направлена по прямой, по которой 
перемещается ползун, построим мгновенный центр скоростей звена 3. Так 
как точка 3C  – мгновенный центр скоростей звена 3, то имеет место соот-

ношение 
 
 

.3
33

ω==
EC

V

DC

V ED                                             (2) 

 
 

Найдём необходимые линейные размеры на рис. К2. По теореме  
синусов и косинусов из 2ABC∆ , DAC2∆ и 3DEC∆  определяем 

 
 

ooo 75sin45sin60sin
22 ABBCAC == . 
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Откуда 
 

26,1
75sin

60sin
2 ≈=

o

oAB
AC  м; 02,1

75sin

45sin
2 ≈=

o

oAB
BC  м; 

 

91,045cos2 2
22

22 ≈−+= oADACADACDC  м; 
 

o45sinsin
2

2

2 DC

ADC

AC =
∠

; 979,0
45sin

sin
2

2
2 ==∠

DC

AC
ADC

o

; 

 

ooo 102781802 =−=∠ADC ; ooo 42601023 =−=∠EDC ; 
 

ooo 102sin42sin60sin
33 DEECDC == ; 

 

09,1
102sin

42sin
3 ≈=

o

oDE
EC  м; 42,1

102sin

60sin
3 ≈=

o

oDE
DC  м. 

 

Теперь вычисляем линейные и угловые скорости из соотношений  
(1) и (2): 

9,1
2

2 ≈=ω
AC

VA  с–1; 94,122 ≈ω= BCVB  м/с; 

 

73,122 ≈ω= DCVD  м/с; 43,2
2

4 ≈=ω
BO

VB  с–1; 

 

22,1
3

3 ≈=ω
DC

VD  с–1; 33,133 ≈ω= ECVE  м/с. 

Определим ускорения точек А и В и угловые ускорения звеньев 2 и 4. 
Так как угловая скорость 1ω  постоянна, то вращательное ускорение 

точки А 0в =AW  и 

6,91
2
1

ц =ω== AOWW AA  м/с2. 
 

Вектор центростремительного ускорения точки А направлен от точки А 
к точке 1O . 

Ускорение точки В выражаем через ускорение точки А, принимая её 
за полюс: 

вццвц
BABAABBB WWWWWW ++=+= ,                              (3) 

 

где ц
BAW , в

BAW  – соответственно центростремительное и вращательное 

ускорения точки В относительно точки А. 
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Покажем на рисунке все векторы в равенстве (3), выбрав направле-

ния векторов в
BW  и в

BAW  произвольно ( )цвцв , BABABB WWWW ⊥⊥ , и спроек-

тируем равенство (3) на оси Bx , By : 
 

Bx :     цццв 45cos60cos30cos BAABB WWWW +=+ ooo ;                      (4) 
 

By :     вцвц 45sin30cos60cos BAABB WWWW +−=− ooo ,                     (5) 
 

где 72,44
2
4

ц =ω= lWB  м/с2;  05,52
2
2

ц =ω= lWBA  м/с2. 

Вращательное ускорение точки В находим из уравнения (4): 
 

9,10
30cos

60cos45cos ццц
в ≈−+=

o

oo
BBAA

B
WWW

W  м/с2; 

 

( ) ( ) 9,11
2в2ц ≈+= BBB WWW  м/с2. 

 

Из уравнения (5) определяем 
 

43,645sin30sin60sin цвцв ≈+−= ooo
ABBBA WWWW  м/с2; 

 

59,4
2

в

2 ==ε
l

WBA  с–2; 6,13
4

в

4 ==ε
l

WB  с–2. 

 

Ответ: 4,2=AV  м/с; 94,1=BV  м/с; 73,1=DV  м/с; 9,12 =ω  с–1; 

22,13 =ω  с–1; 43,24 =ω  с–1; 6,9=AW  м/с2; 9,11=BW  м/с2; 59,42 =ε  с–2; 

6,134 =ε  с–2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



37 

ДИНАМИКА 
 

 
Задание Д1 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ, НАХОДЯЩЕЙСЯ  

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ СИЛ 
 

Груз D массой m, получив в точке А начальную скорость 0ϑ , дви-

жется в трубе АВ, расположенной в вертикальной плоскости под углом α 
к горизонту. В точке В, находящейся на высоте h, груз начинает свобод-
ное движение (рис. Д1.0 – Д1.9, табл. Д1). 

 

 
 

Рис. Д1.0 
 

 
 

Рис. Д1.1 
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Рис. Д1.2 
 
 

 
 

Рис. Д1.3 
 
 

 
 

Рис. Д1.4 
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Рис. Д1.5 

 

 
 

Рис. Д1.6 

 

 
 

Рис. Д1.7 
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Рис. Д1.8 
 

Рис. Д1.9 
 
 

Таблица Д1 
 

Номер 
условия 

m, 
кг 

ϑ0, 
м/с 

Q, 
Н 

R,  
Н 

l, м t1, с h, м а, м b, м 
с, 
Н/м 

F,  
Н 

0 4 15 3 0,4ϑ2 3 – 5 3 2 150 – 

1 3 18 11 0,2ϑ – 3 2 4 1 200 – 

2 2,5 14 7 0,8ϑ2 2,5 – 4,5 – – – 3cos 5t 

3 1,3 21 9 0,9ϑ – 1,5 3 – – – 2 sin 4t 

4 2 17 15 0,7ϑ2 4 – 2,5 1 3 450 – 

5 3,8 20 4 0,3ϑ – 2 6 4 6 180 – 

6 4,5 23 10 0,1ϑ2 1,5 – 6,5 – – – cos 6t 

7 5 19 8 0,5ϑ – 2,5 1 – – – 4 sin 5t 

8 5,7 22 14 0,2ϑ2 2 – 8,3 3 5 370 – 

9 1,6 13 6 0,7ϑ – 4 7 – – – 8 sin t 
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На участке АВ на груз, кроме силы тяжести, действует постоянная 

сила Q и сила сопротивления среды R, зависящая от скорости ϑ  груза 
(направлена против движения), трением пренебречь. 

Свободное движение происходит под действием силы тяжести в по-
ле, воздействующем на точку силой F , или переменной силы притяже-
ния к центру О, которая пропорциональна расстоянию от точки (коэффи-
циент пропорциональности с). 

Считая груз материальной точкой и зная расстояние AB = l  или  
время 1t  движения груза от точки А до точки В, определить в координат-

ной форме закон движения точки D на участке свободного падения. 
 

Методические указания 
 

При выполнении задания Д1 необходимо изучить темы: «Основные 
законы динамики материальной точки», «Дифференциальные уравнения 
движения материальной точки». При этом следует разобрать пример  
решения и решить самостоятельно задачи из рекомендуемой литературы:  
[1, т. 2 – 8.17, 8.19, 8.22, 8.26]; [5 – 27.17, 27.22, 27.31]; [6 – Д1, Д2]. 

При решении задания рекомендуется придерживаться следующей 
последовательности: 

1) выбрать систему координат: при прямолинейном движении точки – 
координатная ось направлена в сторону движения точки с началом отсчё-
та в начальном положении точки; при плоском движении – плоская  
система координат xy; 

2) движущуюся точку изобразить в текущем положении при поло-
жительных значениях координат; 

3) показать все действующие на точку силы; 
4) определить сумму проекций действующих сил на выбранные оси 

координат; 
5) записать дифференциальные уравнения движения материальной 

точки в проекциях на оси координат; 
6) найти общие решения дифференциальных уравнений; в качестве 

методов решения дифференциальных уравнений могут быть выбраны ли-
бо метод понижения порядка, либо метод решения линейного неоднород-
ного дифференциального уравнения второго порядка; 

7) составить начальные условия движения материальной точки, т.е. 
значения координат и проекций скорости точки на координатные оси в 
начальный момент времени; 

8) определить постоянные интегрирования по начальным условиям 
движения; 

9) записать закон движения точки с учётом найденных постоянных; 
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10) составить конечные условия (если это необходимо) и опреде-
лить искомые величины. 

Если движение точки рассматривается на двух участках, то её ско-
рость в конце первого участка будет являться начальной при движении на 
втором. 

 
Пример решения задания Д1 

 

На наклонном участке АВ трубы (см. рис. Д1) на груз D массой m 
действуют сила тяжести и сила сопротивления R; время движения точки 
на этом участке, где начальная скорость 0ϑ=ϑ , равно 1t . Свободное 

движение происходит под действием силы тяжести и силы притяжения к 
центру О. 

 

Дано: 2=m  кг; µϑ=R ; 1,0=µ  кг/м; 120 =ϑ  м/c; 21 =t  с; crF =пр , 

где r – расстояние от точки до центра притяжения; a = 3 м; b = 4 м; h = 5 м.  
Определить закон свободного движения точки в форме ( )tfx 1= , 

( )tfy 2= . 

 
Решение 
 

1. Рассмотрим движение груза на участке AB, считая груз матери-
альной точкой. Так как движение на участке прямолинейное, то системой 
координат является ось z. Начало отсчёта помещаем в точку начала дви-
жения. Тогда текущее положение груза на оси определится координатой z. 

Действующими силами являются gmP = , R  и N . 
 

 
 

Рис. Д1 
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Составим дифференциальное уравнение движения груза в проекции 
на эту ось 

 

∑=ϑ
kz

z F
dt

d
m .                                            (1) 

 
 

Определяем проекции действующих сил на выбранную ось коорди-
нат: α− sinmgPz ; µϑ−=−= RRz  ( )zϑ=ϑ ; 0=zN . Таким образом,  

получим 
 

µϑ−α−=ϑ
sinmg

dt

d
m  или 








ϑ+α

µ
µ−=ϑ

sin
gm

mdt

d
.               (2) 

 

Введём для сокращения записей обозначения: 05,0−=µ−=
m

k  с–1, 

100sin =α
µ

= gm
n  м/с, где при расчётах принято 10≈g  м/с2. Тогда урав-

нение (2) представляется в виде 
 

 

( )ϑ+=ϑ
nk

dt

d
.                                              (3) 

 
 

Разделяя в уравнении (3) переменные и интегрируя, получим общее 
решение дифференциального уравнения 

 

kdt
n

d =
ϑ+

ϑ
;   ln 1n Ckt +=ϑ+ .                                (4) 

 

Составим начальные условия для определения 1C  при 0=t , 0ϑ=ϑ . 

Подставим в решение (4), получим =1C ln 0ϑ+n . 

Частное решение дифференциального уравнения, описывающего 
движение точки на участке АВ, принимает вид 

 

ln +=ϑ+ ktn ln 0ϑ+n ;     ln kt
n

n =
ϑ+
ϑ+

0

;    kte
n

n =
ϑ+
ϑ+

0

. 

 

Окончательно 
 

( ) nen kt −ϑ+=ϑ 0 .                                          (5) 
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Составим условия для определения 1ϑ  на границе трубки (в точке В): 

1tt = , 1ϑ=ϑ . Подставив их в решение (5), получим 
 

( ) nen kt −ϑ+=ϑ 1
01 . 

 

Заменим k и n их значениями ( 21 =t  с; 120 =ϑ  м/с): 
 

( ) 34,110012100 205,0
1 =−+=ϑ ⋅−e  м/с. 

 

2. Рассмотрим свободное движение груза. Движение груза происхо-
дит в плоскости. Поэтому выберем плоскую систему координат xy так,  
как показано на рис. Д1. Тогда текущее положение груза в плоскости  
определится координатами x и y. Покажем действующие силы: силу тяже-

сти gmP = , силу притяжения crF =пр , r – расстояние до центра притя-

жения. 
Составим дифференциальные уравнения движения груза в проекциях 

по осям координат 
 





+=
+=

.

;

пр

пр

yy

xx

FPym

FPxm

&&

&&

 

 

Проекции действующих сил на координатные оси имеют вид 
 

0=xP ; α= cosпр crF x ; PPy −= ; α= sinпр crF y , 
 

где 
r

xa −=αcos ; 
r

by −=αsin . Или ( )xacF x −=пр , ( )bycF y −=пр . 

Таким образом, получим 
 

( )
( )




−−−=
−=

.

;

bycPym

xacxm

&&

&&
. 

 

Рассмотрим дифференциальное уравнение (6), которое представим  
в виде 

1
2 hxkx =+&& ,                                                (8) 
 

где 12 ==
m

c
k  с–2; 31 ==

m

ca
h  м/с2. 

Из теории дифференциальных уравнений известно, что решение  
такого неоднородного уравнения ищется в виде 

(6) 
 

(7) 
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*~ xxx += , 
 

где x~  – решение соответствующего однородного дифференциального 

уравнения; *x  – частное решение. 
 

ktCktCx sincos~
21 += , Ax =* . 
 

После подстановки частного решения в (8) получим значение 

2
1

k

h
A = . Таким образом, 

 

3
2
1* ==

k

h
x ; 

 

2
1

21 sincos
k

h
ktCktCx ++= .                                   (9) 

 

Для определения постоянных 1C  и 2C  продифференцируем (9)  

по времени 
 

ktkCktkCx cossin 21 +−=& .                                  (10) 
 

Составим начальные условия: 0=t ; 0=x ; αϑ=ϑ= cos11xx& .  

Подставив в (9) и (10), получим 
 

2
10

k

h
C += ;    kC21cos =αϑ . 

 

Отсюда 3
2
1

1 −=−=
k

h
C ; 16,1

cos1
2 =αϑ=

k
C . 

Таким образом, 
 

3sin16,1cos3 ++−= ttx . 
 

Рассмотрим дифференциальное уравнение (7), которое представим  
в виде 

2
2 hyky =+&& ; 

 

12 ==
m

c
k  с–2;    62 −=−=

m

mgcb
h  м/с2. 



46 

Дальнейший расчёт аналогичен приведённому выше: 
 

2
2

43
* sincos~

k

h
ktCktCyyy ++=+= ; 

 

ktkCktkCy cossin 43 +−=& . 
 

Начальные условия: 0=t , 5== hy , αϑ=ϑ= sin11yy& . Таким  

образом, 

2
2

3
k

h
Ch += ; kC41sin =αϑ . 

 

Отсюда 11
2
2

3 =−=
k

h
hC ; 67,0

sin1
4 =αϑ=

k
C . 

 

Окончательно, 
 

6sin67,0cos11 −+= tty . 

 
Задание Д2 

 

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОГО 
МОМЕНТА К ОПРЕДЕЛЕНИЮ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ  

ТВЁРДОГО ТЕЛА 
 

Материальное тело массы 1m  в виде прямоугольного параллелепипеда 

с линейными размерами a, b, c или кругового цилиндра с высотой h и ра-
диусом основания r вращается с угловой скоростью 0ω  вокруг вертикаль-

ной оси, проходящей через боковое ребро (параллельно ему) параллелепи-
педа или образующую (параллельно ей) цилиндра (рис. Д2.0 – Д2.9). 

 

  
Рис. Д2.0 Рис. Д2.1 



47 

 
 

Рис. Д2.2 
 
 

 
 

Рис. Д2.3 
 
 

 
Рис. Д2.4 
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Рис. Д2.5 
 
 

 
 

Рис. Д2.6 
 
 

 
 

Рис. Д2.7 
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Рис. Д2.8 
 
 

 
 

Рис. Д2.9 
 

В некоторый момент времени t = 0 относительно тела под действием 
внутренних сил начинает движение материальная точка М массы 2m  по 

прямолинейной направляющей по закону )(tfOMsr ==  в плоскости бо-

ковой грани или диагонального сечения параллелепипеда или осевого 

сечения цилиндра. При этом на тело действует сила F , расположенная в 
плоскости, перпендикулярной оси вращения. 

Точки приложения силы F , которыми могут быть вершины, середи-
ны сторон граней параллелепипеда или вершины осевых сечений цилинд-
ра; углы α и β, составляемые вектором силы с положительными направ-
лениями осей x и y; зависимость величины силы от времени указаны в  
табл. Д2. Направления осей координат x, y, z и размеры a, b, c для всех 
соответствующих вариантов показаны на рис. Д2.0. 
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Таблица Д2 
 

Номер 
условия 

Точка  
приложения 
силы F 

Зависимость  
величины силы F 
от времени, Н 

Углы, град 
sr = OM = f (t) 

α β 

0 B 102 23 ++ tt  120 30 2/34,0 t  

1 D 202 ++ tt  30 60 22,0 t−  

2 H 154 23 ++ tt  135 45 316,0 t  

3 C 2534 3 ++ tt  60 150 41,0 t−  

4 E 303 2 ++ tt  30 120 25,1 t  

5 B 402 +t  45 45 2/38,0 t−  

6 D 352 3 +− tt  150 120 45,0 t  

7 H t260−  60 30 34,0 t−  

8 C 506 2 +t  45 135 2/325,0 t  

9 E 453 +t  135 135 26,0 t−  
 

Материальная точка М на рисунке показана в положении, когда 
0>rs . Если 0<rs , то точка находится по другую сторону от точки О. 

Точка О является серединой диагонали боковой грани или диагонального 
сечения параллелепипеда или осевого сечения цилиндра. 

Найти угловую скорость тела в момент времени 1t , когда точка М 

будет находиться в соответствующей вершине параллелепипеда или осе-
вого сечения цилиндра. 

При расчётах принять: 401 =m  кг; 102 =m  кг; a = 2 м; b = 2,5 м; c = 3 

м; h = 2 м; 1=r  м; 50 =ω  с–1. 

 
Методические указания 

 

Перед выполнением задания Д2 необходимо изучить тему «Момент 
количеств движения материальной системы», при этом следует разобрать 
пример решения и решить самостоятельно задачи из рекомендуемой ли-
тературы: [1, т. 2 – 9.43, 9.45, 9.56]; [5 – 37.43, 37.52, 37.56]; [6 – Д9]. 
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При решении задачи целесообразно придерживаться следующей по-
следовательности: 

1) записать теорему об изменении главного момента количеств дви-
жения (кинетического момента) системы материальное тело–точка отно-
сительно оси, совпадающей с неподвижной осью вращения тела; 

2) определить кинетический момент системы относительно оси как 
алгебраическую сумму моментов тела и материальной точки относитель-
но этой оси, учитывая, что кинетический момент точки равен алгебраиче-
ской сумме её кинетических моментов в относительном и переносном 
движениях; 

3) вычислить алгебраическую сумму моментов (главный момент) 
внешних сил и пар сил системы относительно указанной оси, показав эти 
силы на чертеже; 

4) определить кинетический момент системы в начальный момент 
времени, т.е. начальные условия для дифференциального уравнения, за-
писанного в п. 1; 

5) проинтегрировать дифференциальное уравнение п. 1 и опреде-
лить постоянную интегрирования, используя начальные условия п. 4; 

6) определить из равенства, полученного в п. 5, угловую скорость 
тела как функцию времени и её значение в момент времени 1t . 

Момент инерции тела относительно оси вращения следует опреде-
лять из равенства 

 

2
1dmJJ c

zz += ′ , 
 

где c
zJ ′  – момент инерции относительно оси, параллельной оси вращения 

и проходящей через его центр масс; 1m  – масса тела; d – расстояние меж-

ду указанными осями. 
Момент инерции прямоугольного параллелепипеда относительно 

оси, параллельной оси вращения и проходящей через центр масс: 
 

( )
12

22
1 bam

Jc
z

+=′ , 

 

где a и b – длины сторон основания. 
Для кругового цилиндра 
 

2

2
1rm

Jc
z =′ , 

 

где r – радиус основания. 
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Пример решения задания Д2 
 

Материальное тело в форме кругового конуса с высотой h и радиу-
сом основания r, имеющее массу 1m , вращается вокруг вертикальной оси 

z с угловой скоростью 0ω  (рис. Д2). 

В момент 00 =t  на тело в точке Е начинает действовать переменная 

сила F, расположенная в плоскости, перпендикулярной оси вращения, и 
составляющая углы α и β с положительными направлениями осей x и y. 
Одновременно под действием внутренних сил относительно тела по обра-
зующей BD начинает движение материальная точка М массой 2m  по закону 

)(tfOMsr ==  (точка О является серединой образующей BD). Найти угло-

вую скорость тела в момент времени 1t , когда движущаяся точка М будет 

находиться в точке D тела. 
 

 
 

Рис. Д2 
 

Дано: 301 =m  кг; 52 =m  кг; r = 0,5 м; h = 1 м; 30 =ω  с–1; 504 += tF  

Н; 23,0 tsr −=  м; α = 150°; β = 60°. 
Определить: 1ω  – угловую скорость тела в момент времени 1t . 

 
Решение 
 

Для определения угловой скорости тела применим теорему об изме-
нении кинетического момента системы относительно оси z, состоящей из 
тела и материальной точки М: 
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( )∑= e
kz

z FM
dt

dK
.                                           (1) 

 

Изображаем в текущем положении материальную точку М, учиты-
вая, что переменная величина 0<= OMsr , и показываем действующие на 

систему внешние силы, которыми являются силы тяжести 1P , 2P , реакции 

01R , 02R  подпятника и подшипника и заданная сила F . Моменты сил 1P , 

2P , 01R , 02R  относительно оси z равны нулю, так как силы 1P , 2P  парал-

лельны оси z, а реакции 01R , 02R  пересекают ось z. 

Предполагая вращение тела против хода часовой стрелки, если смот-
реть со стороны положительного направления оси z, принимаем это  
направление за положительное при установлении знаков кинетических 
моментов тела и материальной точки. 

Раскладывая силу F  на составляющие по осям x и y и используя 
теорему Вариньона о моменте равнодействующей, для момента силы F  
относительно оси z получим 

 

( ) ( )oooo 60sin230cos30sin60cos rrFrFFM z ++= ; 
 

( ) ( ) zz
e

kz hFFMFM ==∑ , 
 

где ( ) 35,130cos21 ≈+= orhz  м. 

Уравнение (1) может быть записано в виде 
 

( )504 += th
dt

dK
z

z .                                           (2) 

 

Кинетический момент системы равен 
 

мт
zzz KKK += ,                                              (3) 

 

где т
zK , м

zK  – кинетические моменты относительно оси z тела и матери-

альной точки соответственно. 
Тело совершает вращательное движение вокруг оси z, поэтому 

ω= zz JK т . Момент инерции тела относительно оси z определяется по тео-

реме Гюйгенса о зависимости между моментами инерции относительно 
параллельных осей: 

 

2
1

с LTmJJ zz += ′ . 
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В данном случае 
10

3 2
1с rm

Jz =′ , rLT 2= . Тогда момент инерции 

10

43 2
1rm

Kz = , а кинетический момент тела 
10

43 2
1т ω= rm

Kz . 

При определении кинетического момента материальной точки её 
движение рассматривается как сложное; при этом относительным движе-
нием является её движение по прямой BD по отношению к телу, а враще-
ние тела вокруг оси z для материальной точки является переносным дви-
жением. 

Абсолютная скорость материальной точки er VVV += . 

Относительная скорость точки t
dt

dS
V r

r 6,0−== . 

Так как 0<rV , то точка движется в направлении к точке D. С учётом 

этого изображаем вектор rV  на чертеже. 

Определим кинетический момент точки относительно оси z в её от-
носительном движении 

 

( ) SLVmVmM rrz γ−= cos22 , 
 

где 45,0cos
22

≈
+

=γ
hr

r
; 87,060sin260sin ≈== oo rLTSL  м. 

Определим кинетический момент точки относительно оси z в её пе-

реносном движении. Изображаем вектор переносной скорости точки eV  с 

учётом направления угловой скорости ω. Так как вектор eV  перпендику-

лярен к отрезку eR , который является расстоянием от точки до оси вра-

щения, и к оси z, то для ( )ez VmM 2  получим 
 

.coscos3
4

21

30sincos
2

4cos
2

4

120cos2

22
2

2
2

1
2
1

22
1

22

γ+γ+=

=






 γ++






 γ++=

=−+===

rr

rr

e

ssr
r

s
r

rs
r

r

TMLTTMLTLMCMR

o

o

 

 

По теореме Вариньона кинетический момент материальной точки 
относительно оси z в её абсолютном движении равен 
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( ) ( ) ( )
.coscos3

4

21
cos 22

2

22

22
м














γ+γ+ω+γ−=

=+==

rrr

ezrzzz

ssr
r

mSLVm

VmMVmMVmMK

 

 

Кинетический момент материальной системы, согласно равенству 
(3), равен 

 

SLVmssr
r

m
rm

K rrrz γ−ω

























γ+γ++= coscoscos3

4

21

10

43
2

22
2

2

2
1 .   (4) 

 

Определим кинетический момент системы в начальный момент вре-
мени 0=t , когда 0ω=ω , 0=rs , 0=rV : 

 

0
221

0 4

21

10

43 ω






 += r
mm

Kz .                                   (5) 

 

Начальные условия движения для дифференциального уравнения (2) 
имеют вид: 0=t , 0zz KK = , где величина 0zK  определяется в соответст-

вии с равенством (5). 
Разделяя переменные в уравнении (2) и интегрируя обе части полу-

ченного равенства, запишем его общее решение в виде 
 

Ct
t

hK zz +












+= 50

5

5

.                                       (6) 

 

Постоянная интегрирования C определяется по начальным условиям 
движения: 0zKC = . Подставляя значение постоянной в равенство (6) и 

заменяя в нём zK , 0zK , согласно (4) и (5), получим 
 

.
4

21

10

43
50

5

coscoscos3
4

21

10

43

0
221

5

2
22

2

2

2
1

ω






 ++












+=

=γ−ω

























γ+γ++

r
mm

t
t

h

SLVmssr
r

m
rm

z

rrr

 

 

С учётом данных задачи и величин, определяемых в процессе её ре-
шения, из этого равенства находится зависимость угловой скорости тела 
от времени: 
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82,3801,109,0

46,1165,6727,0
24

5

++
++=ω

tt

tt
.                                    (7) 

 

Момент времени 1t , когда материальная точка М находится в точке 

D тела, определяется из равенства 
γ

==
cos2

r
ODsr : 

 

85,1
cos6,01 ≈

γ
= r

t  с. 

 

Подставляя 1t  в правую часть равенства (7), находим угловую ско-

рость тела в этот момент времени 71,51 =ω  с–1. 
 

Ответ: 71,51 =ω  с–1. 

 
Задание Д3 

 

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ  
КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ К ИЗУЧЕНИЮ  
ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

Механическая система, включающая грузы 1, 3, ползун 2, ступенча-
тый шкив, блок, каток 4, 5, 6 и кривошип 7 длиной l, начинает движение 
из состояния покоя под действием силы F, зависящей от перемещения s 
точки её приложения или являющейся постоянной, и пары сил с момен-
том BM , который является функцией угла поворота соответствующего 

тела или постоянный (рис. Д3.0 – Д3.9). 
С одним из тел системы связана пружина, коэффициент жёсткости 

которой равен с, а соединение тел друг с другом осуществляется нитями, 
параллельными соответствующим плоскостям, и шарнирами. Деформация 
пружины в начальном положении механической системы, в котором кри-
вошип занимает положение 00DB , равна нулю. 

Определить значение величины, указанной в последнем столбце 
табл. Д3, в конечном положении системы, в котором кривошип занимает 
положение, указанное на рисунке. Предполагается, что движение катков 
по плоскостям происходит без скольжения. В указанном столбце таблицы 
обозначено: 1V , 2V , 3V , 5V  – линейные скорости тел 1, 2, 3 и центра масс 

тела 5; 4ω , 5ω , 6ω  – угловые скорости тел 4, 5, 6. 
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При расчётах принять радиусы ступеней ступенчатого шкива, блока, 
катка и их радиусы инерции относительно осей, перпендикулярных к 
плоскости движения и проходящих через центры масс этих тел, равными 

3,04 =R  м; 1,04 =r  м; 2,04 =ρ  м; 5,05 =R  м; 3,05 =r  м; 4,05 =ρ  м; 

4,06 =R  м; 2,06 =r  м; 3,06 =ρ  м. 

Коэффициент трения грузов о плоскость f = 0,15, ползун перемеща-
ется по направляющей без трения. 

При решении задачи учесть, что если сила F  постоянна, то она со-
ставляет заданный угол α с направлением движения тела, на который дей-

ствует; если сила F  переменна, то этот угол равен нулю. 
 

 
 

Рис. Д3.0 
 
 

 
 

Рис. Д3.1 
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Рис. Д3.2 
 

 
 

Рис. Д3.3 
 

 
 

Рис. Д3.4 
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Рис. Д3.5 
 
 
 

 
 

Рис. Д3.6 
 
 
 

 
 

Рис. Д3.7 
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Рис. Д3.8 
 

 
 

Рис. Д3.9 
 

Таблица Д3 
 

Н
ом
ер

  
ус
ло
ви
я Масса тел системы, кг 

с, 
Н/м 

МВ, Н ⋅ м F, Н α, ° l, м Найти 
m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 

0 6 0 0 2 0 3 4 150 40 + 50ϕ 60 30 0,5 V1 

1 4 3 0 1 5 0 0 180 10 90 + 150s 0 0,8 ω5 

2 5 0 2 0 4 0 3 230 60 + 30ϕ 45 60 0,6 V3 

3 7 2 3 0 0 4 0 270 20 120 + 230s 0 0,5 ω6 

4 6 0 0 4 0 3 2 300 30 + 60ϕ 50 60 0,6 ω4 
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Продолжение табл. Д3 
 

Н
ом
ер

  
ус
ло
ви
я Масса тел системы, кг 

с, 
Н/м 

МВ, Н ⋅ м F, Н α, ° l, м Найти 
m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 

5 4 1 2 0 5 0 0 200 30 s300160+  0 0,8 V5 

6 5 0 0 3 0 2 4 250 ϕ+ 6050

 
40 45 0,5 V3 

7 6 4 5 0 2 0 0 310 25 s210100+  0 0,8 ω5 

8 7 0 0 5 0 1 3 340 ϕ+ 9020  55 30 0,6 ω4 

9 4 2 5 0 3 0 0 260 15 s320140+  0 0,5 V2 

 
Методические указания 

 

Перед выполнением задания Д3 необходимо изучить тему «Кинети-
ческая энергия материальной системы. Работа и мощность силы»; при 
этом следует разобрать пример решения и решить самостоятельно задачи 
из рекомендуемой литературы: [1, т. 2 – 9.101, 9.102, 9.103]; [5 – 38.30, 
38.35, 38.42, 38.44]; [6 – Д10]. 

Решение задания целесообразно проводить в следующей последова-
тельности: 

1) установить, какой вид движения совершают тела материальной 
системы и записать соответствующие формулы для кинетической энергии 
каждого тела; 

2) изобразить на чертеже векторы линейных скоростей и показать 
угловые скорости тел; 

3) выразить линейные скорости, угловые скорости и кинетическую 
энергию тел через скорость, подлежащую определению; 

4) записать кинетическую энергию системы в конечном положении 
как сумму кинетических энергий тел этой системы; 

5) изобразить на чертеже все внешние силы и пары сил, действую-
щие на тела системы; 

6) определить перемещения (линейные и угловые) тел системы при 
её переходе из начального положения в конечное, используя то, что соот-
ношение между перемещениями такое же, как и между соответствующи-
ми скоростями; 
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7) найти сумму работ внешних сил и пар сил на соответствующих 
перемещениях тел системы; 

8) приравняв кинетическую энергию системы сумме работ внешних 
сил, определить требуемую величину. 

При определении зависимости между скоростью центра масс тела, 
движущегося плоскопараллельно, и его угловой скоростью необходимо 
использовать известное из кинематики понятие о мгновенном центре ско-
ростей тела. 

При вычислении работы сил учесть равенство работы нулю в случа-
ях, если сила перпендикулярна перемещению точки её приложения и сила 
приложена в неподвижной точке или в точке, являющейся мгновенным 
центром скоростей. 

Соотношение между скоростями точек B и D кривошипа BD может 
быть установлено с помощью теоремы о равенстве проекций скоростей 
этих точек на прямую BD. 

При определении угловой скорости ω и линейной скорости cV  цен-

тра масс кривошипа BD могут быть использованы формулы  
 

( ) ( )
γ
γ±β

=
β

γ±β
=ω

cos

sin

cos

sin

BD

V

BD

V BD ; 

 

( )[ ]

( )[ ]
,

cos4

coscoscos2coscos

cos4

coscoscos2coscos

2

222

2

222
2

γ
γ±ββγ+β+γ=

=
β

γ±ββγ+β+γ=

B

D
c

V

V
V

 

 

где BD VV ,  – скорости точек D и B; βγ,  – острые углы, которые образуют 

векторы BD VV ,  с прямой, проходящей через точки B и D. 

В указанных формулах для ω  и cV  берётся знак минус в случае, если 

проекции скоростей BD VV ,  на прямую, перпендикулярную BD, имеют 

одинаковые знаки; знак плюс, если проекции отличаются знаками. 

 
Пример решения задания Д3 

 

Движение механической системы, состоящей из тел 1 – 7, начинается 
из состояния покоя, в котором кривошип 7 занимает положение 00DВ  и 

деформация пружины равна нулю, под действием переменной силы 1F , 

являющейся функцией перемещения точки её приложения, постоянной 
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силы 2F  и пары сил с переменным моментом BM , зависящим от угла 

поворота шкива 4. Найти скорость тела 2 в конечном положении системы, 
которое указано на рис. Д3. 

 

 
 

Рис. Д3 
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Дано: 81 =m  кг; 12 =m  кг; 23 =m  кг; 44 =m  кг; 35 =m  кг; 26 =m  

кг; 47 =m  кг; 2,04 =R  м; 1,04 =r  м; 15,05 =R  м; 1,06 =R  м; 07,06 =r  м; 

2

24
4

r=ρ  м; 
2

25
5

R=ρ  м; 
2

36
6

r=ρ  м; 17,1=l  м; 120=c  Н/м; f = 0,1; 

sF 3801801 +=  Н; ϕ+= 2070BM  Н ⋅ м; 1002 =F  Н. 

Определить: 2V  – скорость тела 2 в конечном положении механиче-

ской системы. 
 
Решение 
 

При решении задания применим теорему об изменении кинетической 
энергии механической системы:  

 

∑ ∑+=− i
k

e
k AATT 0 ,                                       (1) 

 

где TT ,0  – кинетическая энергия системы соответственно в начальном и 

конечном её положениях; ∑ e
kA  – сумма работ внешних сил, действую-

щих на систему, на перемещении системы из начального положения в  

конечное; ∑ i
kA  – сумма работ на том же перемещении системы внут-

ренних сил. 
Для механической системы, состоящей из абсолютно твёрдых тел, 

которые соединены нерастяжимыми нитями, и находящейся в начальном 

положении в состоянии покоя ∑ = 0i
kA , 00 =T . Поэтому уравнение (1) 

записывается в виде 
 

∑= e
kAT .                                                 (2) 

 

Изображаем действующие на систему внешние силы: активные – 

7654321упр21 ,,,,,,,,, PPPPPPPFFF , пара сил с моментом BM  и реакции 

связей 2тр1тр4321 ,,,,,, FFSNNNN ; показываем направления линейных и 

угловых скоростей тел системы. 
Находим угол γ, определяющий положение кривошипа ВD в конеч-

ном положении системы: 
 

o120sinsin
45 lRR =

γ
+

, 
( )

259,0
120sin

sin 45 ≈+=γ
l

RR o

, oo 45,15 =ψ≈γ . 
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Определим кинетическую энергию системы, которая равна сумме 
кинетических энергий тел системы 

 

7654321 TTTTTTTT ++++++= .                              (3) 
 

Тела 1, 2, 3 совершают поступательное движение; тело 4 – враща-
тельное; тела 5, 6, 7 – плоскопараллельное. Формулы для кинетических 
энергий тел системы имеют вид 

 

2
111 2

1
VmT = ;   2

222 2

1
VmT = ;   2

333 2

1
VmT = ;   2

444 2

1 ω= IT ; 

 

2
55

2
555 2

1

2

1 ω+= JVmT ;   2
66

2
666 2

1

2

1 ω+= JVmT ;   2
77

2
777 2

1

2

1 ω+= JVmT , 

 

где 7654 ,,, JJJJ  – моменты инерции соответствующих тел относительно 

осей, проходящих через центр масс тел, перпендикулярно к плоскости 
движения; 765 ,, VVV  – скорости центров масс тел; 7654 ,,, ωωωω  – угло-

вые скорости тел. 
 

2
444 ρ= mJ ; 2

555 ρ= mJ ; 2
666 ρ= mJ ; 

12

2

7
ml

J = . 

 

Линейные и угловые скорости необходимо выразить через скорость 

2V  тела 2. 

Скорость 6V  центра масс тела 6 равна 2V , а угловая скорость этого 

тела равна 
6

2

6

6
6 R

V

R

V ==ω , так как точка 6K  является мгновенным центром 

скоростей этого тела. 
Скорость точки А равна 263 22 VVVVA === . 

Проекции скоростей точек D и В на прямую DВ равны  
 

( )ψ−=γ o90coscos 53 VV ; 
 

o

o

o

o

45cos

15cos2

45cos

15cos 23
5

VV
V == . 

 

Так как точка 5K  – мгновенный центр скоростей тела 5, то  
 

o

o

45cos

15cos2

5

2

5

5
5

R

V

R

V ==ω . 
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Угловая скорость тела 4 равна  
 

o

o

45cos)(

15cos2

45

2

45

5
4

RR

V

RR

V

+
=

+
=ω . 

 

Скорость тела 1  

( ) o

o

45cos

15cos2

45

42
441

RR

rV
rV

+
=ω= . 

 

Векторы скоростей точек В и D кривошипа образуют с прямой, про-
ходящей через эти точки, соответственно углы β = 45°, γ = 15°, и проек-
ции скоростей этих точек на прямую, перпендикулярную ВD, имеют оди-
наковые знаки. Поэтому угловая скорость 7ω  и линейная скорость центра 

масс 7V  кривошипа могут быть определены по формулам 
 

( )
o

o

o

oo

45cos

30sin2

45cos

1545sin 23
7

l

V

l

V =−=ω ; 

 

( )
( )

.
45cos

)1545(cos45cos15cos245cos15cos

45cos4

)1545(cos45cos15cos245cos15cos

2

222
2

2

222
32

7

o

oooooo

o

oooooo

−++=

=−++=

V

V
V

 

 

Кинетическая энергия системы в соответствии с равенством (3) равна 
 

2
2пр2

1
VmT = ,                                               (4) 

где  

( ) ( )
( )

;
45cos3

30sin

45cos

30cos45cos15cos245cos15cos

1
45cos

15cos/14

45cos

15cos4
4

45cos

15cos4

2

2

72

22

7

2
6

2
6

62

22
5

2
55

22
45

22
44

3222
45

22
41

пр

o

o

o

ooooo

o

o

o

o

o

o

mm

R
m

Rm

RR

m
mm

RR

rm
m
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 ρ++ρ++

+
+

ρ+++
+

=

 

 

13,73пр ≈m  кг – приведённая масса механической системы. 
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Определим сумму работ всех внешних сил при перемещении систе-
мы из положения, в котором кривошип 7 занимал положение 00DВ , ука-

занное на рис. Д3. 

Работа сил 44,NP  равна нулю, так как точки приложения этих сил 

неподвижны; работа силы S  равна нулю, так как точка приложения этой 
силы является мгновенным центром скоростей тела 6; работа сил 

321 ,, NNN  равна нулю, потому что каждая из этих сил перпендикулярна 

к перемещению её точки приложения. 
Расчётные формулы для работы остальных сил и момента BM  име-

ют вид 
 

( ) o60sin111 gsmPA = ;   ( ) 11тр1тр sFFA −= ; 
 
 

( ) ( ) 3/760180380180 111

0

1

1

sssdssFA
s

+=+= ∫ ; 

 
 

( ) ( )∫
ϕ

ϕ+ϕ=ϕϕ+=
4

0

2
44 10702070 dMA B ; 

 
 

( ) 222 ghmPA −= ;   ( ) 22тр2тр hFFA −= ;   ( ) o30cos222 hFFA −= ; 
 
 

( ) 333 ghmPA −= ;   ( ) 555 ghmPA −= ;   ( ) 666 ghmPA −= ;   ( ) 777 ghmPA −= ; 
 
 

( ) ( )2
1

2
0упр 2

xx
с

FA −= , 

 
 

где 1s  – перемещение груза 1; 76532 ,,,, hhhhh  – вертикальные перемеще-

ния точек приложения сил тяжести соответствующих тел; 4ϕ  – угол по-

ворота тела 4; 10, xx  – соответственно начальная и конечная деформации 

пружины ( )00 =x ; 
 
 

o60cos111тр gfmfNF == ;    o60cos222тр fFfNF == . 
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В соответствии с рис. Д2 13,0
120sin

sin
4503 ≈ψ−++=−=

o

l
RRlОDОDh  м. 

Так как 623 22 VVVV A === , то 065,0
2
3

62 === h
hh м. Деформацию пружи-

ны 1x  определим из равенства 
 

6

6

66

1

R

h

rR

x =
+

,    
( )

11,0
2 6

663
1 ≈+=

R

rRh
x  м. 

 

Вертикальное перемещение центра масс тела 5 равно 
 

( ) 53,030sin45455 =+++= oRRRRh  м; 
 

центра масс тела 7 
 

.м55,0
2

15cos1

120sin

45sin

2

cos

2

45

00
457

=











 ++−+=

=






 γ−−++=

o

o

o

l
l

RR

ВD
ОD

DВ
RRh

 

 

Угол поворота тела 4 равен 09,2
3

2 =π=ϕ рад, перемещение тела 1 

21,0
3

2 4
441 =π=ϕ= r

rs  м. 

Сумма работ внешних сил системы равна 
 

( ) ( )
( ) +−++−

−++−=∑
332222

1111

30cos60cos

3/76018060cos60sin

ghmhFfFgm

ssfgsmAe
k

oo

oo

 

                        ( ) 36,2162/710 2
177665544 ≈−−−−ϕϕ++ cxghmghmghm  Дж. 

 

С учётом равенств (4) и (5) для определения скорости 2V  получим 

уравнение 

∑= e
kAVm 2

2пр2

1
.                                           (6) 

 

Из уравнения (6) следует, что 43,2
2

пр
2 == ∑

m

A
V

e
k  м/c. 

 

Ответ: 43,22 =V  м/c. 
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Задание Д4 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ  
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ О РАВНОВЕСИИ СИЛ, 

ПРИЛОЖЕННЫХ К МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ 
С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

 

Конструкция, состоящая из невесомых стержней 1, 2, 3 и однородно-
го стержня 4, соединённых шарнирами, невесомого ползуна С и пружины, 
расположена в вертикальной плоскости и находится в равновесии в поло-
жении, определяемом углами α и β (рис. Д4.0 –Д4.9). 

На рисунках Д4.0 – Д4.4 ползун С закреплён шарнирно на стержне 3; 
на рис. Д4.5, Д4.8, Д4.9 – на стержне 2; на рис. Д4.6 и Д4.7 – на стержне 4. 

На конструкцию, кроме силы тяжести стержня 4 и силы упругости 
пружины, действуют пары сил с заданными моментами. 

Определить деформацию λ пружины, коэффициент жёсткости кото-
рой равен с, в равновесном положении указанной конструкции. 

На всех рисунках точка С является серединой соответствующего стерж-
ня. Длины стержней равны l1 = O1A = l; l2 = O2B = 2l; l3 = O3C = 3l; l4 = AB = 4l, 
масса стержня 4 пропорциональна его длине: 4klm= , где 5=k  кг/м. 

 

Рис. Д4.0                                
 

Рис. Д4.1                   
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                           Рис. Д4.2 
 
 

                                     Рис. Д4.3 
 
 

                      Рис. Д4.4 
 
 

                                    Рис. Д4.5 
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  Рис. Д4.6                                    
 
 
 
 

  Рис. Д4.7                               
 
 
 
 

  Рис. Д4.8                                            
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Рис. Д4.9 
 
Необходимые для решения задачи исходные данные приведены в 

табл. Д4. 
 

Таблица Д4 
 

Номер 
условия 

Углы, град 

l, м с, Н/см 
Моменты пар сил, Н ⋅ м 

α β 
М1 М2 М3 

0 15 30 0,6 320 160 0 200 

1 45 60 0,4 280 0 180 240 

2 30 15 0,5 240 260 140 0 

3 60 75 0,6 360 280 0 210 

4 45 60 0,5 400 0 170 250 

5 75 30 0,4 340 230 290 0 

6 15 45 0,6 380 150 0 300 

7 30 75 0,5 300 0 220 180 

8 60 15 0,4 260 190 270 0 

9 75 45 0,5 420 300 0 140 
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Методические указания 
 

Перед выполнением задания Д4 необходимо изучить тему «Принцип 
возможных перемещений», при этом следует разобрать пример решения и 
решить самостоятельно задачи из рекомендуемой литературы: [1, т. 2 – 
10.14, 10.20, 10.22]; [5 – 46.14, 46.16, 46.17]; [6 – Д14]. 

Решение задачи целесообразно проводить в следующей последова-
тельности: 

1) построить чертёж в соответствии с заданными углами и соотно-
шениями между длинами стержней; 

2) показать на рисунке все действующие на материальную систему 
активные силы, считая пружину или сжатой, или растянутой; 

3) сообщить системе возможное перемещение и показать векторы 
элементарных линейных перемещений точек приложения сил и углы эле-
ментарных поворотов тел; 

4) выразить указанные возможные перемещения через одно, что 
возможно в случае материальной системы с одной степенью свободы; 

5) вычислив сумму работ активных сил на соответствующих воз-
можных перемещениях их точек приложения, приравнять её нулю; 

6) заменить в полученном уравнении возможные перемещения через 
одно выбранное и определить требуемую величину; 

7) найти деформацию пружины как отношение модуля её силы  
упругости к коэффициенту жёсткости. 

Учесть, что при определении элементарной работы силы, действую-
щей на тело, возможным перемещением которого является угол поворота, 
надо момент силы относительно центра поворота умножить на этот угол. 
При установлении зависимости между величинами элементарных пере-
мещений точек тела может быть использована теорема о равенстве проек-
ций этих перемещений на прямую, проходящую через эти точки. 

 
Пример решения задания Д4 

 

На механизм, расположенный в вертикальной плоскости, действуют 
заданная сила F , сила тяжести однородного стержня 4, сила упругости 
пружины с коэффициентом жёсткости с, и пары сил с заданными момента-
ми 321 ,, MMM  (рис. Д4). Невесомые стержни 1, 2, 3 и однородный стер-

жень 4 массы m соединены друг с другом и опорами 321 ,, OOO  шарнирами. 

Точки D и C являются серединами соответственно отрезков CO3   

и АВ, а BKKO 22 = . 

В положении, определяемом углами α, β, γ, механизм находится  
в равновесии. 

Найти деформацию пружины в указанном положении механизма. 
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Рис. Д4 
 
 

Дано: α = 30°; β = 75 °; γ = 15°; ϕ = 60°; l1 = l = 0,4 м; l2 = 1,5l; l3 = 2l; 
l4 = 2,5l; АС = СВ; m = 10 кг; F = 200 Н; М1 = 320 Н ⋅ м; М2 = 180 Н ⋅ м;  
М3 = 60 Н ⋅ м; с = 470 Н/см. 

Определить: величину деформации λ пружины в положении равно-
весия. 

 
Решение 
 

Применим принцип возможных перемещений, в соответствии с ко-
торым сумма элементарных работ активных сил системы на возможных 
перемещениях их точек приложения равна нулю. 

Уравнение возможных работ 
 

∑ =δ 0kA .                                                (1) 
 

Показываем действующие на механизм активные силы yFPF ,, , 

предполагая, что пружина сжата, и пары сил с моментами 321 ,, MMM . 

Сообщим механизму возможное перемещение, при котором стер-
жень 1 повернётся на угол 1δϕ  вокруг оси 1O . Выразим возможные ли-

нейные перемещения точек A, B, C и угловые перемещения стержней 2, 3 
через угол 1δϕ . Это возможно сделать, так как рассматриваемый меха-

низм имеет одну степень свободы. Учитываем, что зависимость между 



75 

возможными перемещениями сохраняется в таком же виде, что и для ско-
ростей, соответствующих этим перемещениям. 

Возможное перемещение ASδ  точки А перпендикулярно AO1  и его 

направление определяется направлением 1δϕ , при этом оно равно 
 

11δϕ=δ lSA . 
 

Определяем возможное перемещение BSδ  точки В, учитывая, что 

BSδ  перпендикулярно BO2  и проекции ASδ  и BSδ  на прямую АВ равны 
 

)90(coscos α−δ=ψδ o
AB SS ,                                 (2) 

 

где oo 1590 =−β+α=ψ . 

Тогда перемещение BSδ  равно 
 

o

o

o

o

15cos

60cos

15cos

60cos 11δϕ=δ=δ lS
S A

B .                              (3) 

 

Построим мгновенный центр поворота стержня 4, которым является 

точка 4C  пересечения перпендикуляров к ASδ  и BSδ , восстановленных 

из точек А и В; при этом направление поворота стержня 4 вокруг точки 

4C  определяется направлениями ASδ  или BSδ . 

Возможное перемещение CSδ  точки С стержня 4 (или всё равно, что 

ползуна, так как он шарнирно связан в этой точке с этим стержнем) пер-
пендикулярно отрезку 4CC  и направлено в соответствии с угловым пере-

мещением 4δϕ . 

Выразим через длину стержня 4 сторону BC4  треугольника BAC4 : 
 

β
=

α sinsin
4 ABBC

;   
β

α=
sin

sin
4

AB
BC . 

 

Высота NC4  треугольника BAC4  равна 
 

( ) ( )
β

β+αα=β+α−=
sin

sinsin
][180sin44

AB
BCNC o . 

 

Определим отрезки BN и CN: 
 

( )[ ] ( )
β

β+αα−=β+α−=
sin

cossin
180cos4

AB
BCBN o ; 
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( )
β

β+αα+β=−=
sin2

]cossin2sin[

2

AB
BN

AB
CN . 

 

Находим углы CNC4  и θ: 
 

tg
( )

( ) 37,1
cossin2sin

sinsin24
4 ≈

β+αα+β
β+αα==∠

CN

NC
CNC ; 

 

o544 =∠ CNC ;   oo 3690 4 =∠−=θ CNC . 
 

Проекции возможных перемещений ASδ , CSδ  точек А и С на пря-

мую АВ равны, поэтому 
 

o60coscos AC SS δ=θδ , 
o

o

36cos

60cos11δϕ=δ l
SC .                      (4) 

 

Возможное перемещение точки С стержня 4 является сложным, ко-
торое может быть представлено совокупностью двух перемещений: пере-

носного e
CSδ , под которым понимается перемещение точки стержня 3, 

совпадающей в данном положении с точкой С, и относительного r
CSδ , под 

которым понимается перемещение точки С по отношению к стержню 3. 

Перемещение e
CSδ  перпендикулярно CO3 , а перемещение r

CSδ  направле-

но по прямой CO3  (рис. Д4). 

Как следует из рис. Д3, перемещение e
CSδ  равно 

 

oo 36tg60cossin 11δϕ=θδ=δ lSS C
e
C .                            (5) 

 

Так как точка D – середина отрезка CO3 , то её перемещение 
 

2

e
C

D
S

S
δ=δ . 

 

Угол поворота 2δϕ  стержня 2 вокруг оси 2O  
 

o

o

15cos

60cos

2

11

2
2

l

l

l

SB δϕ=δ=δϕ .                                    (6) 
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Угол поворота 3δϕ  стержня 3 вокруг оси 3O  равен 
 

3

11

3
3

36tg60cos

l

l

l

Se
C

ooδϕ=δ=δϕ .                                (7) 

 

Составляем для рассматриваемого механизма уравнение возможных 
работ: 

 

( )
.02/3/2sin

90cos

332

332211

=δϕ−δϕϕ+
+θ−α−δ+δϕ−δϕ−δϕ

lFlF

SPMMM

у

C
o

                 (8) 

 

Заменяем в уравнении (8) возможные перемещения 32,, δϕδϕδ CS  в 

соответствии с (4), (6), (7) и выносим за скобку 1δϕ : 
 

.0
2

36tg60cos

15cos3

60cos260sin

36cos

24cos60cos36tg60cos

15cos

60cos

1
11

1

3

13

2

12
1

=δϕ






−+







++−−

oo

o

oo

o

oooo

o

o

lFlF

mgl

l

lM

l

lM
M

у

      (9) 

 

Приравнивая нулю множитель при 1δϕ  в равенстве (9) (так как 

01 ≠δϕ ), получим уравнение для определения силы упругости, из которо-

го находим, что 3897≈уF  Н. Знак показывает, что пружина, как и пред-

полагалось, сжата. 
Так как λ= cFу , то деформация пружины равна 

 

3,8==λ
c

Fу  см. 

 

Ответ: 3,8=λ  см. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
Теоретическая механика – наука об общих законах механического 

движения, происходящего в пространстве и во времени; её целью являет-
ся изучение и практическое применение этих законов. Основу теоретиче-
ской механики как фундаментальной дисциплины составляют методы, 
описывающие количественные отношения между статическими, кинема-
тическими и динамическими характеристиками материальных объектов. 
Указанная дисциплина оперирует с некоторыми идеализированными объ-
ектами, определяя при этом границу допустимости такой идеализации при 
описании реальных процессов. Методы теоретической механики облада-
ют большой общностью и в определённых рамках позволяют решать раз-
личные задачи в расчётах сопротивления материалов, деталей машин и 
механизмов, задачах устойчивости, теории гироскопов и удара и т.д. Тео-
ретическая механика одна из научных основ современной техники, разви-
вает логическое мышление и приучает делать обобщающие выводы. 

Целями освоения учебной дисциплины «Теоретическая механика» 
являются: 

1) обучающая: формирование необходимого уровня знаний основ-
ных положений, теорем, принципов теоретической механики, позволяю-
щего успешно изучать такие дисциплины, как сопротивление материалов, 
теория машин и механизмов, детали машин и т.д; 

2) профессионализирующая: формирование профессионально зна-
чимых качеств, проявляющихся в способности поставить цели и сформу-
лировать задачи, связанные с реализацией профессиональных функций, и 
умении использовать для их решения методы изученных наук, что являет-
ся основой становления высококвалифицированного специалиста, отве-
чающего требованиям современного уровня развития науки и техническо-
го прогресса; 

3) гуманистическо-воспитательная: развитие нравственных и со-
циально-культурных качеств личности, необходимых для успешного вхо-
ждения личности в современное общество.  

Теоретическая механика является фундаментальной дисциплиной, 
способствующей изучению большинства технических дисциплин, изуче-
ние которых предусмотрено в рамках программы подготовки специалиста 
определённого профиля. 
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