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Ï÷åëèíöåâ À.Í.

Êàôåäðà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ÒÃÒÓ

Êëþ÷åâûå ñëîâà è ôðàçû: íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè; ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ â ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþ-
òåðíîé ñðåäå; êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ.

Àííîòàöèÿ: Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåç-
ãðàíè÷íîì òåëå ñ ïåðèîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì òåïëà âíóòðè. Äàåòñÿ îïèñàíèå
ìåòîäà îòûñêàíèÿ ðåøåíèé â ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïîñòðîåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â òàêîé ñè-
ñòåìå.

Ââåäåíèå. Îäíî èç îñíîâíûõ çàäà÷ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñèòóàöèè òèïè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò îãðîìíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê àíàëèç
ïðîöåññîâ çàìêíóòûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåèçáåæíî ïðè-
âîäèò ê ýòîé çàäà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî ñèòóàöèþ â äèíàìè÷åñêèõ è íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ îïðåäåëÿþò êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Â ðàáîòàõ [1-5] íàìå÷åí
ïóòü èõ ïîñòðîåíèÿ.

Íåñëîæíûé àíàëèç ýòèõ ðàáîò ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæ-
íûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ � ýòî ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ â ðàñïðåäåëåííîé êîì-
ïüþòåðíîé ñðåäå.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé â ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåçãðàíè÷-
íîì òåëå ñ ïåðèîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì òåïëà âíóòðè, èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåí-
íóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñðåäó.

Ïîäîáíàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ â [6].
1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîâîãî ïðîöåññà. Âî ìíîãèõ ïðî-

öåññàõ òåïëîîáìåíà âíóòðè òåëà äåéñòâóþò èñòî÷íèêè òåïëà. Ýòè èñòî÷íèêè
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ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè (íàïðèìåð, ïðè ïðîõî-
æäåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, âñëåäñòâèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé). Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó òåïëîîáìåíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî èñ-
òî÷íèêà òåïëà, äåéñòâóþùåãî âíóòðè áåçãðàíè÷íîãî òåëà èëè òåëà, äëÿ êî-
òîðîãî íå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå åãî ãðàíèö.

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè x,
â äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ y è z òåìïåðàòóðà íåèçìåííà

(
∂T

∂y
=

∂T

∂z
= 0

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé.
Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè τ = 0

T (0, x) = G(x).

Âíóòðè òåëà äåéñòâóåò èñòî÷íèê òåïëà, óäåëüíàÿ ìîùíîñòü Q(τ) êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì τï.

Ôóíêöèè G(x) è Q(τ) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè íà ìíîæåñòâå R äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì G(0) 6= 0.

Ìàòåðèàë òåëà èìååò ïëîòíîñòü ρ = const, óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü c =
const è òåïëîïðîâîäíîñòü, òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

λ(T ) = Ae−BT ,

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå T (τ, x) òåìïåðàòóðû ïî îñè àáñöèññ â ëþáîé ìî-

ìåíò âðåìåíè.
Óñëîâèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èìååì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
∂T

∂τ
=

1

ρc


λ(T )

∂2T

∂x2
+

dλ

dT

(
∂T

∂x

)2

+ Q(τ)


 (τ > 0) (1)

ïðè óñëîâèè
T (0, x) = G(x). (2)

Ïóñòü T0 = G(0) è l =

√√√√τïA

cρ
.

Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðåäïîëàãàåò ðàáîòó ñ áåçðàçìåðíûìè âåëè-
÷èíàìè. Ïîýòîìó ïåðåéäåì áåçðàçìåðíîé ôîðìå óðàâíåíèé (1)�(2). Äëÿ ýòîãî
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó [7, ñ. 23-28].

Ââåäåì ìàñøòàáû âðåìåíè τì, äëèíû lì è òåìïåðàòóðû Tì. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñèìïëåêñû èìåþò âèä

{
t =

τ

τì
, ξ =

x

lì
, u =

T

Tì

}
.
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Ïóñòü τì = τï, lì = l è Tì = T0. Òîãäà óðàâíåíèÿ (1)-(2) ïðèìóò âèä
∂u

∂t
= eαu


∂2u

∂ξ2
+ α

(
∂u

∂ξ

)2

 + q(t) (t > 0), (3)

u(0, ξ) = g(ξ), (4)

ãäå α = −BT0, q(t) =
τïQ(τït)

ρc T0

è g(ξ) =
G(lξ)

T0

.
Ïóñòü ξ ∈ Ξ, Ξ = {ξ | ξ1 ≤ ξ ≤ ξ2}.
2. Îòûñêàíèå ðåøåíèé. Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåííóþ êîìïüþòåðíóþ

ñðåäó, ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ïîäîáíûé
ïðèìåð ïîêàçàí â [8]). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)�
(4) â êëàññå ýòèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè O íà÷àëà êîîðäèíàò äîêàçàíà
â [6]. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðèãîäíàÿ äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ [1-5], ïîñòðîåíà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ìåòîä îòûñêàíèÿ ðåøåíèé.
Êàê èçâåñòíî [6, ñ. 29], àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(t, ξ) â îêðåñòíîñòè

òî÷êè O ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ñëåäóþùèì îáðàçîì

u(t, ξ) =
∞∑

k1 = 0

∞∑

k2 = 0

1

k1!k2!

∂k1 + k2u(0, 0)

∂tk1∂ξk2
tk1ξk2. (5)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó P = (pk1, k2
)

m× n
(m →∞, n →∞) ïðîèçâîäíûõ:

P =




u(0, 0)
∂u(0, 0)

∂ξ

∂2u(0, 0)

∂ξ2
. . .

∂nu(0, 0)

∂ξn

∂u(0, 0)

∂t

∂2u(0, 0)

∂t∂ξ

∂3u(0, 0)

∂t∂ξ2
. . .

∂1 + nu(0, 0)

∂t∂ξn

∂2u(0, 0)

∂t2

∂3u(0, 0)

∂t2∂ξ

∂4u(0, 0)

∂t2∂ξ2
. . .

∂2 + nu(0, 0)

∂t2∂ξn

... ... ... . . . ...
∂mu(0, 0)

∂tm

∂m + 1u(0, 0)

∂tm∂ξ

∂m + 2u(0, 0)

∂tm∂ξ2
. . .

∂m + nu(0, 0)

∂tm∂ξn




.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó P ,
îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèìâîëüíîé ôîðìå, òàê êàê âû÷èñëåíèå êàêîé-ëèáî ñìåøàí-
íîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ýëåìåíòà pk1, k2

â ñèìâîëüíîì âèäå îïðåäåëÿåòñÿ ïî óæå
âû÷èñëåííîé ïðîèçâîäíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó pk1, k2 − 1, èëè ïðîèçâîä-
íîé äëÿ pk1 − 1, 0. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè ñèìâîëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
êàæäîé ñòðîêè ïî ξ ìîæíî âûïîëíÿòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Èíûìè ñëîâàìè, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)�(4) ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ.
Âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ñòðîê, äëÿ ïðîèçâîäíûõ óäîáíî

õðàíèòü â áàçå äàííûõ, îáñëóæèâàåìîé ñåòåâîé ÑÓÁÄ.



210

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì õðàíèëèùå, êîòîðîå äîñòóïíî âñåì ðåñóðñàì
âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû, ïðîèçâîäÿùèì ðàñ÷åò. Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå
îáðàçóþò ðåñóðñû, ðàññ÷èòûâàþùèå íåêîòîðîå ðåøåíèå, îáîçíà÷èì ÷åðåç M .
Çàìåòèì, ÷òî |M | = m + 1.

Òåïåðü îïèøåì àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.
Åñëè ìû èìååì â áàçå ñèìâîëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó-

÷åííûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (3), òî äèôôåðåíöèðóåòñÿ òîëüêî
íà÷àëüíîå óñëîâèå ïî ξ.

Èíà÷å ýëåìåíò ìíîæåñòâà M ñ íîìåðîì s = m + 1 äèôôåðåíöèðóåò
óðàâíåíèå (3) ïî t. Ïðè ýòîì ïåðâûé ýëåìåíò äèôôåðåíöèðóåò óñëîâèå (4)
ïî ξ, âòîðîé � óðàâíåíèå (3) ïî ξ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ k1-îé ïðîèçâîäíîé ïî t

s-ûé ýëåìåíò çàïèñûâàåò â áàçó äàííûõ ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå è ïîñûëàåò
k1-îìó ýëåìåíòó ñîîáùåíèå î òîì, ÷òîáû òîò íà÷àë äèôôåðåíöèðîâàòü ýòî
âûðàæåíèå ïî ξ.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðîöåäóðû ñèìâîëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ k1-ûé
ýëåìåíò ñîîáùàåò s-îìó îá ýòîì, ïîñûëàÿ åìó ñîîáùåíèå. Êàê òîëüêî èõ êîëè-
÷åñòâî ñòàíåò ðàâíûì m, s-àÿ ìàøèíà ðàññûëàåò âñåì îñòàëüíûì ýëåìåíòàì
ñîîáùåíèÿ î íà÷àëå ðàñ÷åòà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå O.
Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò M (êðîìå ýëåìåíòà ñ íîìåðîì s) ðàññ÷èòûâàåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ñòðîêó.

Â ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà pk1, k2
âõîäÿò ïðîèçâîäíûå, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì, ñòîÿùèõ ñëåâà îò íåãî â òåêóùåé ñòðîêå è ïðîèç-
âîäíûå äëÿ ïðåäûäóùèõ ñòðîê. Ïîýòîìó k1-ûé ýëåìåíò M æäåò, åñëè íå âñå
ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû äëÿ ðàñ÷åòà pk1, k2

, ïîñòîÿííî îïðàøèâàÿ ñåðâåð áà-
çû äàííûõ íà ïðåäìåò íàëè÷èÿ â íåé íóæíûõ äàííûõ. Ïàðàëëåëüíîñòü çäåñü
äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ pk1, k2

îïðåäåëÿåòñÿ íå âñåìè
âû÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäûäóùèõ ñòðîê P , à òîëüêî èõ ÷àñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) âõîäÿò ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî ξ, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí äâóì. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå
÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà pk1, k2

ïîëó÷åííûõ ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé ìî-
æåò íå õâàòèòü. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå
òðåáóþòñÿ, ÷òîáû âû÷èñëèòü pk1, k2

.
Åñëè k1-ûé ýëåìåíò M íå ìîæåò âû÷èñëèòü pk1, k2

(íóæíàÿ çàïèñü â òà-
áëèöå áàçû äàííûõ îòñóòñòâóåò), òî è ñëåäóþùèå çà íèì ýëåìåíòû â òåêó-
ùåé ñòðîêå òàêæå P òàêæå íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû. Äàëåå k1-ûé ýëåìåíò
îïðåäåëÿåò, êàêèì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà M ñîîòâåòñòâóþò íå âû÷èñëåííûå
ïðîèçâîäíûå è ðàññûëàåò çàäàíèÿ äëÿ íèõ â âèäå ñîîáùåíèé. Êàê òîëüêî
èì ïðèõîäèò ñîîáùåíèå, òî íà íèõ çàïóñêàåòñÿ ïðîöåäóðà ñèìâîëüíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ è çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïîëó÷åííûõ
ïðîèçâîäíûõ. Åñëè îïÿòü âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ çíà÷åíèÿ
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ïðîèçâîäíîé â òî÷êå O, òî äåéñòâèÿ ïîâòîðÿþòñÿ.
Êàê òîëüêî îïðåäåëåíû âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ k1-îìó ýëå-

ìåíòó, îí âûõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ îæèäàíèÿ è äîñ÷èòûâàåò ñòðîêó ìàòðèöû
P .

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò k1-îé ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëå-
ìåíò ñîîáùàåò ýëåìåíòó ñ íîìåðîì s ìíîæåñòâà M , ÷òî ðàñ÷åò çàêîí÷åí.

Êàê âèäíî èç ýòèõ ðàññóæäåíèé, îñíîâíàÿ íàãðóçêà íà ýòàïå âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ëîæèòñÿ íà ñåðâåð áàçû äàííûõ. ×òîáû ðàç-
ãðóçèòü åãî îò áîëüøîãî ïîòîêà çàïðîñîâ, ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü åãî êëàñòå-
ðèçàöèþ.

Ðàçìåðû ìàòðèöû P ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå
Ëàãðàíæà

Rm, n(t, ξ) =
1

m!n!

∂m + nu(0, 0)

∂tm∂ξn
tmξn

áûë òàêèì, ÷òî
max
ξ ∈ Ξ

|Rm, n(t0, ξ)| < εâ, (6)

ãäå εâ � òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
Êàê ìû óâèäèì äàëåå, çíà÷åíèå t0 ìåíÿåòñÿ. C óâåëè÷åíèåì t0 â ôîðìó-

ëå (5) íåîáõîäèìî äîñ÷èòàòü íåäîñòàþùèå ÷ëåíû ðÿäà, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî (6). Â ìàòðèöó P ïðè ýòîì áóäóò äîáàâëÿòüñÿ ñòðîêè è ñòîëáöû.

3. Ïîñòðîåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ω êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíî-
æåñòâå Ξ. Ïóñòü u0 = u(σ, ξ), u0 ∈ Ω, ãäå σ � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî
èç ìíîæåñòâà R (äëÿ óñëîâèÿ (4) σ = 0). Òîãäà äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäå-
íèé áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(4) êàê u(σ, t, u

0
). Çàìåòèì, ÷òî

‖u(σ, t, u
0
)‖ =max

ξ ∈ Ξ
|u(t, ξ)|.

Ïîëîæèì u(σ, t, u
0
) = U(σ, t)u0 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

à) îòîáðàæåíèå u(σ, t, u
0
) ìíîæåñòâà X = R × R+ × Ω â ïðîñòðàíñòâî

Ω íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ σ, t, u0 íà ìíîæåñòâå X (R+ �
äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü);

á) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé σ ∈ R

U(σ, 0) = E,

ãäå E � îïåðàòîð òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ;
â) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé (σ, t, ϕ) ∈ R×R+ ×R+

U(σ + ϕ, t)U(σ, ϕ) = U(σ, t + ϕ).

Ñëåäóÿ [3,5] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u(σ, t, u
0
) � äâèæåíèå, åñëè ïàðà (σ, u0) ôèê-

ñèðîâàíà.
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Ïî àíàëîãèè ñ [9, ñ. 12] ïðåäïîëàãàåòñÿ íàçâàòü îïåðàòîð U(σ, t)
îïåðàòîðîì ñäâèãà âäîëü äâèæåíèÿ u(σ, t, u

0
).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð U(σ, t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì
ω = 1.

Âî èçáåæàíèè âîçìîæíûõ ðàçíî÷òåíèé ïðèâåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî Nε, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ∈ R+ âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

‖u∗(σ, t, u∗
0
)− u∗(σ, t + Nεω, u∗

0
)‖ < ε.

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u∗(σ, t, u∗
0
) � êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êðèâûõ óñòàíàâëè-
âàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Åñëè Ω � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, (σ, u0) ∈ R × Ω � íåêîòîðàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ ïàðà è u(σ, t, u

0
) = U(σ, t)u0 � äâèæåíèå, ïðè÷åì äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé t ∈ R+ u(σ, t, u
0
) ∈ Ω, òî ñóùåñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå

u∗(σ, t, u∗
0
) = U(σ, t)u∗

0
, (8)

äëÿ âñåõ t ∈ R+ u∗(σ, t, u∗
0
) ∈ Ω. Áîëåå ïîëíî, êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
N1, N2, ..., lim

k →∞
Nk = ∞

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Nk1
, Nk2

, ..., lim
l →∞

Nkl
= ∞

è òàêîå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå âèäà (8), ïðè÷åì äëÿ âñåõ t ∈ R+

u∗(σ, t, u∗
0
) ∈ Ω, ÷òî

lim
l →∞

u(σ, t + (Nkl
− 1)ω, u

0
) = u∗(σ, t, u∗

0
)

ðàâíîìåðíî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [a; b] ⊂ R+ è

lim
l →∞

u∗(σ, t + (Nkl + 1
−Nkl

)ω, u∗
0
) = u∗(σ, t, u∗

0
)

ðàâíîìåðíî íà âñåé ïîëóîñè R+.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â [3].
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Äëÿ

ýòîãî ïîëîæèì

DN(σ) = U(σ, ω)...U(σ, ω)︸ ︷︷ ︸
N

, N = 1, 2, 3, ...

è çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

U(σ −Nω,Nω)U(σ,−Nω) = U(σ, 0)
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(ñì. ñâîéñòâî (â) îïåðàòîðà U(σ, t)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñðåäñòâîì ðà-
âåíñòâà

D−N(σ) = U(σ,−Nω), N = 1, 2, 3, ...,

îïåðàòîð DN(σ) ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà îòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà-
÷åíèÿ N , ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàÿ ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî Ω â ñåáÿ. Ñêà-
çàííîå îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìîòðåíèå ââåäåíà äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà DN(σ) âäîëü äâèæåíèé íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû, õà-
ðàêòåðèçóåìîé ω-ïåðèîäè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñäâèãà U(σ, t). Ýòà ñèñòåìà
îïðåäåëåíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ N = ±1,±2,±3, ... è σ ∈ R.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â íåïðåðûâíîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå ââåäåì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó â ñèñòåìå
DN(σ).

Ïàðó (σ, u∗
0
) ∈ R×Ω íàçîâåì óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó, åñëè äëÿ êàæäîé

îêðåñòíîñòè Ψ òî÷êè u∗
0
è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ìîæíî óêàçàòü òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî Nk > k, ÷òî D(τ)Nku∗
0
∈ Ψ.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå σ ôèêñèðîâàíî. Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåííóþ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ñðåäó, íåñëîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî H, ñîñòîÿùåå èç òåõ è
òîëüêî òåõ òî÷åê u∗

0
, ÷òî ïàðû (σ, u∗

0
) óñòîé÷èâû ïî Ïóàññîíó (ñì. [5]).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Ω êîìïàêòíî, òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé σ ∈ R ïàðà
(σ, u∗

0
) ∈ R×Ω óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ñèñòåìå DN(σ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äâèæåíèå u∗(σ, t, u∗
0
) ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì (ñì. [5]).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àôàíàñüåâ À.Ï., Äçþáà Ñ.Ì. Ê âîïðîñàì óïðàâëåíèÿ â ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ // Èçâ. ÐÀÍ. Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, 1998,
�4, Ñ. 15-20.

2. Äçþáà Ñ.Ì. Îá óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1999, Ò. 35, �8, Ñ. 1020-1023.

3. Àôàíàñüåâ À.Ï., Äçþáà Ñ.Ì. Ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð ñäâèãà è êâà-
çèïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 2004, Ò. 40, �10, Ñ. 1367-
1372.

4. Àôàíàñüåâ À.Ï., Äçþáà Ñ.Ì. Î ðåêóððåíòíûõ òðàåêòîðèÿõ, ìè-
íèìàëüíûõ ìíîæåñòâàõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 2005, Ò. 41, �11, Ñ. 1544-1549.

5. Àôàíàñüåâ À.Ï., Äçþáà Ñ.Ì., Ïüÿíîâ À.Ï. Òèïè÷åñêîå ïîâåäåíèå
äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ è íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì: íîâûé âçãëÿä
íà óñòîé÷èâîñòü ïî Ïóàññîíó // Òðóäû ÈÑÀ ÐÀÍ: Ïðîáëåìû âû÷èñëåíèé â
ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþòåðíîé ñðåäå: ðàñïðåäåëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êîììóíè-
êàöèîííûå ñèñòåìû, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïòèìèçàöèÿ. � Ì.: ÊîìÊíèãà,



214

2006. Ò. 25. � Ñ. 147-164.
6. Ïåòðîâñêèé È.Ã. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

� Ì.: Ôèçìàòãèç, 1961. � 400 ñ.
7. Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ. Àíàëèç ïîäîáèÿ â òåïëîôèçèêå. � Íîâîñèáèðñê:

Íàóêà, 1982. � 280 ñ.
8. Åìåëüÿíîâ Ñ.Â., Àôàíàñüåâ À.Ï. Ïðîáëåìû âû÷èñëåíèé â ðàñïðå-

äåëåííîé ñðåäå: îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé â ãëîáàëüíûõ ñåòÿõ. � Ì.: ÐÎÕÎÑ,
2004. � 176 ñ.

9. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À. Îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Íàóêà, 1966. � 332 ñ.

RESEARCH OF THE MATHEMATICAL MODEL OF THE HEAT
SPREADING PROCESS IN THE BOUNDLESS BODY WITH THE

PERIODICAL SOURCE OF HEAT INSIDE

Key words and phrases: non-linear di�erential equation of thermal
conductivity; symbolic calculations in the distributed computer environment;
quasiperiodical movements.

Abstract: Non-linear di�erential equation of thermal conductivity
describing the process of di�usion of heat in the boundless body with periodic
source of heat inside is considered. The description of method of �nding the
solutions in the distributed computer environment is given. The construction of
quasiperiodical movements in this system is considered.


