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Уравнения частот ассиметричных колебаний имеют вид: 

 

( )[ ]{ } +






 λλβ−






 λλ−λλλα+α+λγ−α+αλλ
2

sin
2

sh2
2

sh
2

cos
2

ch
2

sin6 1
324

2
4 ,0

2
cos

2
sh

2
ch

2
sin6 1

2 =






 λλ−λλβλ+                  

(7) 
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Из уравнений (6), (7) при определенных предположениях относительно жесткостных характеристик обра-
батывающей системы роторных машин могут быть получены уравнения собственных частот элементов этой 
системы. 

Анализ динамических процессов, происходящих в рабочих органах роторных машин, во многом определя-
ет рациональность и эффективность совершенствования их конструкций, от которых зависит решение вопросов 
управления и оптимизации технологической операции указанного типа машин. 
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МЕТОД СУММИРОВАНИЯ КОНЕЧНЫХ СУММ 
 

При решении многих прикладных экономических задач часто возникает проблема суммирования большо-
го числа слагаемых. В работе предложен метод вычисления конечных сумм, позволяющий с помощью решения 
дифференциальных уравнений получать удобные для расчетов формулы. 

Рассмотрим элементарные функции )(xf  и )(xS , удовлетворяющие следующим условиям: 

1) функции непрерывно дифференцируемы на интервале ( )∞+;a , где −∈ Ra ;                                                                                                   

(1) 
2) функции удовлетворяют равенству )1()()( −−= xSxSxf  для ( ))()( SDfDx ∩∈∀ .                                                                                    

(2) 

Например, таким условиям удовлетворяют функции xxf =)(  и 
22

)(
2 xx

xS += . 

 
Теорема.  Пусть функции )(xf  и )(xS  удовлетворяют условиям (1) и (2), тогда справедливо равенство 

∑
=

′+′=′
n

i

ifSnS
1

)()0()(  при Nn∈∀ . 

Доказательство:  Продифференцируем функцию −= )()( xSxf  )1( −− xS и получим выражение 

)1()()( −′−′=′ xSxSxf , с помощью которого находим сумму 
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Доказанная теорема используется для нахождения значений конечных сумм. 
Пусть нам дана функция )(xf , удовлетворяющая условию (1). Будем искать функцию )(xS , удовлетво-

ряющую условиям доказанной теоремы, такую, что ∑
=

=
n

i

ifnS
0

)()( . 

Искомая функция на основании доказанной теоремы удовлетворяет уравнению ∑
=

′+′=′
n

i

ifSnS
1

)()0()( . 

Обозначим через ∑
=

′=
n

i

ifnE
1

)()( . Тогда при замене натурального аргумента n  на действительный аргумент x  

в силу условия (1) )(xE  является непрерывной функцией и )()0()( xESxS +′=′ . Общее решение этого диффе-

ренциального уравнения имеет следующий вид: СxSdxxECxS +⋅′+= ∫ )0()(),(  Для нахождения C  и )0(S′  

воспользуемся равенством ∑
=

=
n

i

ifCnS
0

)(),( , рассмотрев его в точках an =  и bn =  ( ba ≠ ). Из полученной для 

этих значений системы 
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определяем C  и )0(S′ . 

 

Пример.  Найдем значения суммы ∑
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i
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)(2 xS , удовлетворяющую условиям доказанной теоремы, такую, что ∑
=

=
n

i

inS
0

2
2 )( . 

 

)0(
22

2)0(2)0()()( 2

2

2
1

2
1

2 S
nn

SiSifnS
n

i

n

i

′+












+=′+=′+′=′ ∑∑

==

. 

 

Переходя к действительному аргументу x , получаем дифференциальное уравнение )0()( 2
2

2 SxxxS ′++=′ , 

решение которого имеет следующий вид: 
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Найдем )0(2S′  и C , воспользовавшись равенствами 
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Получаем  
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Вычислим сумму ∑
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1 )( , 1>k . Найдем функцию )(nSk . Из доказанной теоремы следует, что 
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Решением уравнения (3) будет функция 

 

kkkkk СxSdxxSkCxS +′+= ∫ − )0()(),( 1 .                        (4) 

 
Аналогично для )(1 xSk−  получаем выражение: 
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Используя математическую индукцию и формулы (3) и (4), можно доказать, что для любой функции 
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Возвращаясь к натуральному аргументу в выражении (4), получаем  
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Формула (5) позволяет находить значения суммы ∑
=

n

i

ki
0

 при больших n  с меньшими вычислительными за-

тратами, поскольку содержит меньшее число слагаемых (при 1+> kn ). 
Изложенный подход при нахождении конечных сумм, опирающийся на аппарат решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений, в общем случае отличается от методов суммирования функций, изложенных в 
[1], и, в частности, от методов суммирования степеней чисел, изложенных в [2]. 
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ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ 
 

Способы рН-преобразования развиваются от пассивных датчиков к рН биологически активным датчикам, 
от постоянно токовых к импульсным с нормированными мерами в исследуемом диапазоне. Необходима оценка 
их эффективности по динамическим характеристикам. 

Цель: провести оценку эффективности способов определения кислотности по динамическим характери-
стикам. 

Задачи: 1. Рассмотреть модель погрешности по расширению диапазона и выбора меры точности. 2. Оце-
нить модель относительно погрешности по фиксированному диапазону. 3. Оценить модель относительно диа-
пазона по фиксированной погрешности. 

Для оценки эффективности необходимо определить нелинейность и погрешность преобразования спосо-
бов, которые определены через широту импульсов. Известно, что код τ= 0FN , тогда умножив правую и левую 

части уравнений системы на 0F  (с учетом, что max0 NTF = ), получим, что широта в кодах равна: 
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где U1, U2 – нижний и верхний порог напряжения соответственно; T – постоянная времени; E – максимальное 

значение напряжения, соответствующее определяемому значению рН.  
После несложных преобразований найдем установившееся значение исследуемого ЕрН относительно нор-

мируемого значения Е0:
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