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ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА.  

ПОНЯТИЕ МНОГОФАКТОРНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 
 

Цель планирования эксперимента – получить большее количество ин-
формации при меньших затратах. Часто экспериментаторы стремятся лишь 
к тому, чтобы собранные данные подогнать под какую-либо компактную 
формулировку. Например, требуется проверить однородность выборки пу-
тем сравнения дисперсий или получить уравнение регрессии. При этом 
остается нераскрытым вопрос, каким образом были собраны данные.  

Многофакторный эксперимент состоит основных трех этапов с рядом 
подэтапов (рис. 1).  

 
 

Рис. 1. Общий алгоритм использования многофакторного эксперимента 
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Необходимость применения многофакторных экспериментов вызвана 

тем, что при исследовании сложных многопараметрических процессов        

на интересующий выходной параметр воздействует множество факторов, 

причем часто большее значение оказывает не какой-либо конкретный фак-

тор, а сочетание воздействия нескольких факторов, что в таком случае        

исключает возможность серии более простых  и менее трудоемких однофак-

торных экспериментов, так как полученные уравнения аппроксимации       

будут неудовлетворительно описывать реальный процесс. Многофактор-

ный эксперимент является мощным инструментом по установлению много-

параметрических зависимостей, описывающих некоторый процесс, но про-

ведение таких экспериментов при большом числе факторов является трудо-

емким, не менее сложной является и обработка результатов исследования, 

поэтому при применении таких экспериментов необходимо стремиться мак-

симально уменьшить число входных параметров на основании предваритель-

ного анализа процесса и существующих исследований или серий поисковых 

однофакторных экспериментов. Для упрощения обработки результатов экс-

периментов следует использовать существующие математические пакеты 

(STATISTICA, Mathcad, MATLAB, Microsoft Excel и др.), позволяющие также 

оперативно проводить построение поверхностей отклика, а также, при необ-

ходимости, разрабатывать собственное программное обеспечение, учитыва-

ющее специфику проведения эксперимента в конкретных условиях. 

В общем случае выбор основного уровня выполняется в соответствии 

с блок-схемой, приведенной на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Блок-схема выбора основного уровня 



 

5 

 
 

Рис. 3. Классификация планов многофакторных экспериментов 
 

Задача выбора уровней сводится к более простой задаче выбора интер-

вала варьирования. Для упрощения записи условий эксперимента и обра-

ботки экспериментальных данных масштабы по осям выбираются так, 
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чтобы верхний уровень соответствовал +1, нижний –1, а основной – нулю. 

Для факторов с непрерывной областью определения это всегда можно сде-

лать с помощью преобразования 

j

jj
j

I

xx
x

0
~~ 

 ,  

где xj – кодированное значение фактора; jx~ – натуральное значение фак-

тора; 0
~

jx  – натуральное значение основного уровня; Ij – интервал варьиро-

вания; 0 – номер фактора. 
Для качественных факторов, имеющих два уровня, один уровень обо-

значается +1, а другой –1, порядок уровней не имеет значения. 
Размер интервала варьирования составляет некоторую долю от обла-

сти определения фактора. Можно, например, условиться о следующем: если 
интервал составляет не более 10% от области определения, то считать его 
узкими, не более 30% – средним, в остальных случаях – широким. 

Существует большое количество классификационных признаков мно-
гофакторных экспериментов (рис. 3). Планы можно разделить по шести ос-
новным признакам: по виду математических моделей, используемых для 
планирования экспериментов и статистического анализа их результатов; по 
числу уровней исследуемых факторов различают; в зависимости от целей, 
решаемых в экспериментальных исследованиях; в зависимости от полноты 
и характера использования факторного пространства; по виду используе-
мых критериев оптимальности при планировании экспериментов; в зависи-
мости от ограничений, накладываемых на последовательность проведения 
экспериментов.  Далее, в рамках данного издания, более подробно рассмот-
рим некомпозиционные планы второго порядка 

 

НЕКОМПОЗИЦИОННЫЕ ПЛАНЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 
 

Некомпозиционные планы второго порядка 
 

Во многих случаях целью исследования является получение математи-
ческого описания изучаемого процесса. Часто из-за сложности процесса или 
малого объема информации неизвестную зависимость исследуемой вели-

чины ξ от k независимых факторов представляют полиномом вида 
 

ξ = β0 +∑ β𝑖𝑥𝑖 +1≤𝑖≤𝑘 ∑ β𝑖𝑙𝑥𝑖𝑥𝑙 + ∑ β𝑖𝑖 ,𝑖 + ⋯1≤𝑖≤𝑘1≤𝑖<𝑙≤𝑘  .        (1) 
 

В этом случае необходимо определить коэффициенты уравнения и 
оценить их значимость. По результатам опытов можно определить только 
выборочные коэффициенты регрессии bо, bi, bil, bii … , которые являются 
лишь оценками теоретических коэффициентов β0, βi, βil, βii, … полинома (1). 
Уравнение регрессии, полученное по результатам опытов, имеет вид 

 

γ = 𝑏0 +∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖 +1≤𝑖≤𝑘 ∑ 𝑏𝑖𝑙𝑥𝑖𝑥𝑙 + ∑ 𝑏𝑖𝑖𝑥𝑖
2
𝑖
+⋯1≤𝑖≤𝑘1≤𝑖<𝑙≤𝑘 ,        (2) 

 

где γ – выборочная оценка функции отклика ξ.  
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В ситуациях, когда априорная информация о порядке полинома отсут-

ствует, математическую модель исследуемого процесса подбирают, начи-

ная с простейшего линейного уравнения, последовательно увеличивая сте-

пень полинома до получения адекватной модели. Процесс получения мате-

матической модели в указанных ситуациях осуществляется следующим об-

разом. Вначале реализуется полный факторный эксперимент 2k или экспе-

римент, представленный дробной репликой 2k–p, где р – число эффектов вза-

имодействия, замененных новыми переменными. По результатам опытов, 

выполненных согласно этим планам, находят коэффициенты линейного 

уравнения регрессии. Если это уравнение окажется неадекватным, то нахо-

дят коэффициенты регрессии при эффектах взаимодействия факторов. Если 

уравнение регрессии с учетом взаимодействий факторов окажется также не-

адекватным, то выполненные ранее опыты дополняют опытами в «звезд-

ных» точках с плечом а и опытами в центре плана, число которых равно п0. 

Число опытов в «звездных» точках равно 2k. По результатам опытов, вы-

полненных согласно плану 2k или 2k–p и дополнительным опытам в «звезд-

ных» точках и в центре плана, оценивают коэффициенты полинома второго 

порядка. Следует отметить, что исследуемый процесс часто удается описать 

полиномом второго порядка. В случае неадекватности полинома второго 

порядка переходят к планированию третьего порядка и описывают исследу-

емый процесс полиномом третьей степени. 

При исследовании процессов и систем с двумя факторами рациональ-

ным является план типа правильного шестиугольника (рис. 4) с числом цен-

тральных точек п0 ≥ 1. На рисунке указаны номера опытов, а в скобках – 

уровни факторов в этих опытах. Обычно п0 принимают равным 4. В этом 

случае рассматриваемый план предусматривает проведение 10 опытов, из 

которых шесть выполняются при уровнях факторов, указанных в вершинах 

шестиугольника, и четыре опыта – при уровнях факторов, соответствующих 

центру плана. Этот план является ротатабельным и по числу опытов более 

экономичным, чем соответствующий ротатабельный план второго порядка, 

требующий для своей реализации постановки 13 опытов: полный фактор-

ный эксперимент типа 22 содержит 4 опыта, в «звездных» точках необхо-

димо провести 2k = 2·2 = 4 опыта и 5 опытов в центре плана. 

Другое достоинство описываемого плана состоит в том, что для фак-

тора х1 он требует использования пяти уровней (+1; +0,5; 0; –0,5; –1), а для 

фактора х2 – всего трех уровней (+0,866; 0; –0,866). Центральный компози-

ционный ротатабельный план второго порядка предусматривает использо-

вание обоих факторов на пяти уровнях (+1,414; +1; 0; –1; –1,414). 

Матрица плана, изображенного на рис. 4, представлена в табл. 1. По 

результатам опытов, выполненных согласно этому плану, можно опреде-

лить коэффициенты уравнения: 
 

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏12𝑥1𝑥2 + 𝑏11𝑥1
2 + 𝑏22𝑥2

2.                   (3) 
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Рис. 4. Некомпозиционный ротатабельный план второго порядка k = 2 

 

1. Матрица планирования 
 

Номер 

опыта 
х0 х1 х2 х1 х2 𝒙𝟏

𝟐 𝒙𝟐
𝟐 y 

1 +1 +1 0 0 +1 0 y1 

2 +1 –1 0 0 +1 0 y2 

3 +1 +0,5 +0,866 +0,433 +0,25 +0,75 y3 

4 +1 +0,5 –0,866 –0,433 +0,25 +0,75 y4 

5 +1 –0,5 +0,866 –0,433 +0,25 +0,75 y5 

6 +1 –0,5 –0,866 +0,433 +0,25 +0,75 y6 

7 +1 0 0 0 0 0 y7 

8 +1 0 0 0 0 0 y8 

9 +1 0 0 0 0 0 y9 

10 +1 0 0 0 0 0 y10 

 
Эти коэффициенты находят по приведенным формулам:  

 

𝑏0 =
1

4
∑𝑦0𝑢

4

𝑢=1

 ; 

 

𝑏1 =
1

3
∑𝑥1𝑗𝑦𝑗

10

𝑗=1

 ; 

 

𝑏2 =
1

3
∑𝑥2𝑗𝑦𝑗

10

𝑗=1

; 

 

𝑏12 =
4

3
∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑦𝑗

10

𝑗=1

; 
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𝑏11 =
3

4
∑𝑥1𝑗

2 𝑦𝑗

10

𝑗=1

+
1

12
∑𝑥2𝑗

2 𝑦𝑗 − 

10

𝑗=1

1

4
∑𝑦𝑗

10

𝑗=1

; 

 

𝑏22 =
3

4
∑𝑥2𝑗

2 𝑦𝑗

10

𝑗=1

+
1

12
∑𝑥1𝑗

2 𝑦𝑗 − 

10

𝑗=1

1

4
∑𝑦𝑗

10

𝑗=1

, 

 

где уОи – значение функции отклика в и-м опыте в центре плана; x1j, x2j – 

кодированные значения факторов в j-м опыте; yОj – значение функции от-

клика в j-м опыте. 

Дисперсию 2
ys  воспроизводимости эксперимента определяют по ре-

зультатам опытов в центре плана, используя формулу 

 

10

1

2

00

2

0










n

yy

s

n

u

u

y , 

где 0y  – среднее арифметическое значение функции отклика, полученное 

по результатам n0 опытов в центре плана. 

Дисперсии коэффициентов регрессии вычисляются по формулам: 
 

22

4

1
0 yb ss  ; 

 

222

3

1
21 ybb sss  ; 

 

22

3

4
12 yb ss  ; 

 

22
2

2
1

4

3
21 ybb sss  . 

 

Рассматриваемый план не является полностью ортогональным: коэф-

фициенты b0, b11, b22 коррелированы. Ковариации, характеризующие стати-

стические связи между коэффициентами b0, b11, b22 можно вычислить по вы-

ражениям: 

    2
220110

4

1
,cov,cov ysbbbb  ; 

 

  2
2211

12

1
,cov ysbb  . 

 

Боксом и Бенкиным для числа факторов от трех до семи рассмотрен 
ценный в практическом отношении класс некомпозиционных планов вто-
рого порядка. Эти планы представляют собой определенные выборки строк 
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из полного факторного эксперимента типа 3k. В указанных планах каждая 
переменная варьируется всего на трех уровнях: +1, 0, –1, в то время как цен-
тральные композиционные ротатабельные планы второго порядка преду-
сматривают использование каждого фактора на пяти уровнях. Смена уров-
ней в процессе экспериментирования усложняет эксперимент и увеличивает 
его стоимость. Использование некомпозиционных планов, предусматриваю-
щих всего три уровня варьирования факторов, упрощает и удешевляет прове-
дение эксперимента. Некомпозиционные планы характеризуются наличием в 
строках матрицы планирования большого числа нулей, в результате чего су-
щественно упрощается вычисление коэффициентов модели. Кроме этого, 
некомпозиционные планы для 3, 4, 6 и 7 факторов требуют постановки мень-
шего числа опытов по сравнению с соответствующими ротатабельными цен-
тральными композиционными планами второго порядка. Числа опытов, 
предусмотренные некомпозиционными планами и центральными компози-
ционными ротатабельными планами второго порядка, приведены ниже. 

 

Число факторов  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Некомпозиционный план (выборка из плана 

типа 3k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Центральный композиционный ротатабель-

ный план второго порядка  . . . . . . . . . . . . . . .  

3 

 

15 

 

20 

4 

 

27 

 

31 

5 

 

46 

 

32 

6 

 

54 

 

58 

7 

 

62 

 

92 
 

Схема некомпозиционного плана второго порядка для трех факторов 

изображена на рис. 2. Этот план предусматривает проведение 15 опытов. 

Номера опытов указаны на схеме. В центре плана, т. е. при нахождении 

всех факторов на нулевых уровнях (х1 = х2 = х3 = 0), предусмотрено проведе-

ние трех опытов (рис. 2, опыты 5; 10; 15). Матрица плана, изображенного на 

рис. 5, представлена в табл. 2. 
 

 
 

Рис. 5. Некомпозиционный план второго порядка для трех факторов  

(выборка из плана эксперимента 33) 
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2. Матрица некомпозиционного плана второго порядка  

для трех факторов (выборка из плана эксперимента типа 3k) 
 

Номер 

опыта 
х0 х1 х2 х3 х1 х2 х1 х3 х2 х3 𝑥1

2 𝑥2
2 𝑥3

2 y 

1 +1 +1 +1 0 +1 0 0 +1 +1 0 y1 

2 +1 +1 –1 0 –1 0 0 +1 +1 0 y2 

3 +1 –1 +1 0 –1 0 0 +1 +1 0 y3 

4 +1 –1 –1 0 +1 0 0 +1 +1 0 y4 

5 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y5 

6 +1 +1 0 +1 0 +1 0 +1 0 +1 y6 

7 +1 +1 0 –1 0 –1 0 +1 0 +1 y7 

8 +1 –1 0 +1 0 –1 0 +1 0 +1 y8 

9 +1 –1 0 –1 0 +1 0 +1 0 +1 y9 

10 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y10 

11 +1 0 +1 +1 0 0 +1 0 +1 +1 y11 

12 +1 0 +1 –1 0 0 –1 0 +1 +1 y12 

13 +1 0 –1 +1 0 0 –1 0 +1 +1 y13 

14 +1 0 –1 –1 0 0 +1 0 +1 +1 y14 

15 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y15 

Для четырех факторов матрица планирования приведена в табл. 3, для 

пяти факторов – в табл. 4, для шести – в табл. 6, для семи – в табл. 7. 

 

3. Матрица некомпозиционного плана второго порядка  

для четырех факторов (выборка из плана эксперимента 34) 
 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 
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Продолжение табл. 3 
 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

–1 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

–1 

–1 

+1 

–1 

0 

 
4. Матрица некомпозиционного плана второго порядка  

для четырех факторов (выборка из плана эксперимента 35) 
 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 х5 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 х5 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

–0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

–1 

–1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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В таблицах в целях сокращения их объема не приведены столбцы пар-

ных взаимодействий xi xl и квадратов факторов 2
ix . Эти столбцы можно 

легко получить, располагая приведенными ниже таблицами значений фак-

торов. 

По результатам опытов, поставленным согласно рассмотренным не-

композиционным планам, можно определить коэффициенты уравнения ре-

грессии 
 

22
111,1211222110 1

...... kkkkkkkkk xbxbxxbxxbxbxbxbby   .  (4) 
 

Коэффициенты уравнения (4) могут быть определены с помощью ме-

тода наименьших квадратов. Боксом и Бенкиным для определения коэффи-

циентов этого уравнения получены формулы, которые для трех, четырех, 

пяти и семи факторов имеют вид 





0

1

0

0

0

1
n

u

uy
n

b ; 

 





N

j

jiji yxAb
1

; 

 





N

j

jljijil yxxDb
1

; 

 

 
  


N

j

n

u

ujij

k

i

N

j

jijii y
n

yxCyxBb
1 1

0

0

2

11

2
01

, 

 

где п0 – число опытов в центре плана; и – номер параллельного опыта в цен-

тре плана; у0u – значение функции отклика в и-м опыте; N – число опытов в 

матрице планирования; j – номер опыта в матрице планирования; i, l – но-

мера факторов; хijxlj – кодированные значения i-го и l-го факторов в j-м 

опыте; уj – значение функции отклика в j-м опыте; k – число факторов; 

А, В, С, D, р – константы, зависящие от числа факторов. 

Для трех, четырех, пяти факторов дисперсии 2

0bs , 2

ibs , 2

ilbs , 2

iibs  коэффи-

циентов регрессии определяют по формулам: 
 

2

0

2 1
0 yb s

n
s  ;  

22
yb sAs

i
 ;  22

ylb sDs
i

 ;  22
yb sBs

ii
 , 

 

где 2
ys  – дисперсия воспроизводимости эксперимента; B1 – константа, зави-

сящая от числа факторов. 

Значения констант А, В, В1, С, D, р и п0 для 3, 4, 5, 7 и приведены в табл. 5. 
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5. Значения констант в формулах для вычисления коэффициентов  

регрессии и их дисперсий 
 

Число  
факторов 

А В В1 С D ρ n0 

3 
 8

1
 

4

1
 

48

13
 

16

1
  

4

1
 2 3 

4 
12

1
 

8

1
 

46

3
 

48

1
  

4

1
 2 3 

5 
 16

1
 

12

1
 

96

11
 

96

1
  

4

1
 2 6 

7 
24

1
 

16

1
 

54

4
 

144

1
 

8

1
 3 6 

 

6. Матрица некомпозиционного плана второго порядка для четырех 

факторов (выборка из плана эксперимента 36) 
 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 х4 х5 х6 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 х5 х6 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 
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7. Матрица некомпозиционного плана второго порядка  

для четырех факторов (выборка из плана эксперимента 37) 
 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 х4 х5 х6 х7 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 x3 x4 х5 х6 х7 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 

+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 

+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 
+1 

–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

 

При шести факторах формулы для вычисления коэффициентов регрес-

сии и их дисперсии имеют вид 
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1
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1
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uyb ; 
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124

1
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jiji yxb ; 

 





54

116

1

j

jljijil yxxb  для b14, b25, b36 ; 
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1
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6

1

0

54
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1

54

1
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216
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216
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6

1

0
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2
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22

6

1
0 yb ss  ;   

22

24

1
yb ss

i
 ;   

22

16

1
yb ss

il
    для  2

14bs ; 2

25bs ; 2

36bs ; 

22

8

1
yb ss

il
   для  остальных 2

ilbs ; 

22

216

21
yb ss

ii
 . 

 

Дисперсию 2
ys  воспроизводимости эксперимента определяют по ре-

зультатам п0 опытов в центре плана 

10

2




n

S
s E

y
, 

где  



0

1

2

00

n

u

uE yyS ;  



0

1

0

0

0

1
n

u

uy
n

y . 

Адекватность полученной модели проверяют с помощью F-критерия 
Фишера 

2
y

2
ад

p
s

s
F  . 

Дисперсию 
2
адs  адекватности вычисляют по формуле 

f

SS
s ER 2

ад
, 

где SR – сумма квадратов отклонений эмпирических значений yj ; функции 

отклика от ее значений jŷ , вычисленных по модели, во всех точках плана; 

j – число степеней свободы, f = N – k' – (п0 – 1); k' – число коэффициентов 

аппроксимирующего полинома. 

Если найденное значение критерия pF меньше табличного при приня-

том уровне значимости и соответствующих числах степеней свободы, то ги-

потеза адекватности полученной модели принимается. 

Рассмотренные Боксом и Бенкиным некомпозиционные планы для 

числа факторов от трех до семи имеют высокую степень ортогональности, 

а именно: только свободный член b0 и коэффициенты bii при квадратичных 

членах коррелированы друг с другом. 

При четырех и семи факторах указанные планы являются ротатабель-

ными, а при другом числе факторов эти планы являются почти ротатабельными. 
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Применение некомпозиционных планов второго порядка 

при исследовании процесса вибродуговой наплавки 
 

Основное влияние на толщину наплавленного слоя оказывают диаметр 

электрода, скорость наплавки, скорость подачи электродной проволоки и 

шаг наплавки. Рабочее напряжение и положение электрода относительно 

наплавляемой поверхности оказывают значительно меньшее влияние на 

толщину слоя. При выбранном диаметре электродной проволоки необходи-

мую толщину слоя устанавливают с помощью пробных наплавок, выполня-

емых при различных сочетаниях значений шага наплавки, скорости подачи 

электрода и скорости наплавки. Но установленный с их помощью режим 

часто оказывается далеким от оптимального: наплавленные поверхности 

имеют большую высоту неровностей, что приводит к увеличению расхода 

электродного металла и затрат на последующую механическую обработку 

наплавленной поверхности. 

Требуется определить для электродной проволоки Ø2,5 мм из хромо-

никелевой стали типа 18-8 условия наплавки, обеспечивающие получение 

заданной толщины наплавленного слоя при минимальном припуске на по-

следующую обработку. Задача решается нахождением условного минимума 

функции отклика для припуска при ограничениях, налагаемых функцией 

отклика для толщины слоя. В целях получения указанных функций откли-

ков проводятся экспериментальное исследование. 

В исследовании переменными приняты следующие факторы: Vэ – ско-

рость подачи электродной проволоки; Vн – скорость наплавки; t – шаг 

наплавки. 

В качестве параметра оптимизации приняли припуск на обработку, ко-

торый вычисляли как среднее значение высоты неровностей наплавленной 

поверхности. 

На основе априорной информации были выбраны уровни и интервалы 

варьирования факторов (табл. 8). 

 
8. Уровни и интервалы варьирования факторов 

 

Факторы 
Кодовое  

обозначение 

Интервалы  

варьирования 

Уровни факторов 

основной 

0 

верхний 

+1 

нижний 

–1 

Vэ – скорость подачи 

электродной прово-

локи, м/ч 

х1 32 80 112 48 

Vн – скорость 

наплавки, м/ч 

х2 20,7 41,4 62,1 20,7 

t – шаг наплавки х3 1 4 5 3 
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9. Матрица планирования и результаты опытов 
 

Номер 

опыта 
х0 х1 х2 х3 х1х2 х1х3 х2х3 𝑥1

2 𝑥2
2 𝑥3

2 ya, мм yz, мм 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

–1 

–1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

+1 

–1 

+1 

–1 

0 

+1 

–1 

–1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

–1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

–1 

–1 

+1 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

+1 

+1 

+1 

+1 

0 

1,76 

4,30 

0,41 

2,68 

1,90 

2,10 

3,26 

0,56 

1,78 

2,09 

0,80 

1,71 

2,68 

4,68 

1,99 

0,30 

0,25 

0,91 

0,27 

0,31 

0,33 

0,25 

1,05 

0,30 

0,27 

0,64 

0,32 

0,35 

0,20 

0,32 

 
Для получения математических моделей процесса в виде полиномов 

второй степени реализован некомпозиционный план второго порядка 

(табл. 9). 

В соответствии с условиями опытов (табл. 9) наплавляли в углекислом 

газе образцы Ø110 мм из стали 45 с помощью головки ВГ-8М-УПИ и сва-

рочного выпрямителя ВС-600. Условия наплавки характеризовались сово-

купностью следующих параметров: дополнительная индуктивность – 

2,1 мГн; сопротивление сварочной цепи – 0,05 Ом; частота вибраций – 

50 Гц; амплитуда колебаний электрода 1,7 мм; смещение электрода от зе-

нита в сторону наплавки – 25 мм; вылет электрода – 15 мм; рабочее напря-

жение 21…22 В. Из каждого наплавленного образца приготовляли по че-

тыре макрошлифа, на которых измеряли толщину слоя а' (рис. 6) и припуск z. 

Замеры выполняли на микроскопе УИМ-21 с точностью 0,1 мм. На каждом 

макрошлифе измерения производили на участке длиной 20…25 мм. Таким 

образом, значения толщины уа наплавленного слоя и припуска уz на обра-

ботку, указанные в табл. 11, получены как средние из 20…25 замеров 

По данным опытов (табл. 9), получены математические модели, харак-

теризующие зависимости уа и уг от исследуемых факторов процесса. Эти 

модели представлены в виде полиномов второй степени. 
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Рис. 6. Размеры наплавленного слоя: 

а' – толщина наплавленного слоя;  

2 – припуск на механическую обработку наплавленной поверхности 

 
Коэффициенты указанных моделей вычисляли по приведенным выше 

формулам, которые для трех факторов имеют вид 
 

𝑏0 =
1

3
∑𝑦0𝑢

3

𝑢=1

; (5) 

 

𝑏𝑖 =
1

8
∑𝑥𝑖𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

; (6) 

 

𝑏𝑖𝑙 =
1

4
∑𝑥𝑖𝑗𝑥𝑙𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

; (7) 

 

𝑏𝑖𝑖 =
1

4
∑𝑥𝑖

2𝑦𝑗 − 

15

𝑗=1

1

16
∑ 

3

𝑖=1

∑𝑥𝑖𝑗
2

15

𝑗=1

𝑦𝑗 −
1

6
∑𝑦0𝑢

3

𝑢=1

. (8) 

 

При определении коэффициента модели для yz значение сумм, входя-
щих в формулы 5 – 8, следующие: 

 

∑𝑦0𝑢

3

𝑢=1

= 90;   ∑𝑥1𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= −1,42;  ∑𝑥2𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= 1,01;  ∑𝑥3𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= 1,19; 

 

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= −0,59;   ∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= −0,65;   ∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗𝑦𝑗

15

𝑗=1

= 0,29;  

 

∑𝑥1
2𝑦𝑗 = 3,68; 

15

𝑗=1

∑𝑥2
2𝑦𝑗 = 3,33; 

15

𝑗=1

∑𝑥3
2𝑦𝑗 = 3,55; 

15

𝑗=1

∑ 

3

𝑖=1

∑𝑥𝑖𝑗
2

15

𝑗=1

𝑦𝑗 = 10,56. 

 

После подстановки в формулы 5 – 8 получаем коэффициенты уравне-
ния регрессии: 

𝑏0 =
1

3
∙ 0,90 = 0,3; 

 

𝑏1 =
1

8
∙ (−1,42) = −0,1775; 
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𝑏2 =
1

8
∙ 1,01 = 0,12625; 

 

𝑏3 =
1

8
∙ 1,19 = 0,14875; 

 

𝑏12 =
1

4
∙ (−0,59) = −0,1475; 

 

𝑏13 =
1

4
(−0,65) = −0,1625; 

 

𝑏23 =
1

4
∙ 0,29 = 0,0725; 

 

𝑏11 =
1

4
∙ 3,68 −

1

16
∙ 10,56 −

1

6
∙ 0,9 = 0,11; 

 

 𝑏22 =
1

4
∙ 3,33 −

1

16
∙ 10,56 −

1

6
∙ 0,9 = 0,0225; 

 

𝑏33 =
1

4
∙ 3,55 −

1

16
∙ 10,56 −

1

6
∙ 0,9 = 0,0775. 

 

Дисперсию 𝑠𝑦𝑧
2  параметра оптимизации определяется по результатам 

опытов в центре плана (см. табл. 9, опыты 5; 10; 15). Для вычисления дис-

персии 𝑠𝑦𝑧
2   составляется вспомогательная таблица (табл. 10). 

Дисперсии, характеризующие ошибки в определении коэффициентов 

уравнения регрессии для трех факторов, имеют вид 
 

𝑠𝑏0
2 =

1

3
𝑠𝑦
2 ; 

 

𝑠𝑏𝑖
2 =

1

8
𝑠𝑦
2 ; 

 

𝑠𝑏𝑖𝑙
2 =

1

4
𝑠𝑦
2 ; 

 

𝑠𝑏𝑖𝑖
2 =

13

48
𝑠𝑦
2 . 

 

 

10. Вспомогательная таблица для расчетов 𝒔𝒚𝒛
𝟐  

 

Номер опыта  

в центре плана 
yz �̅�z 𝑦𝑧 − �̅�z (𝑦𝑧 − �̅�z)2 

5 

10 

15 

0,30 

0,27 

0,32 

0,30 

0,01 

–0,03 

0,02 

0,0001 

0,0009 

0,0004 

𝑠𝑦𝑧
2 =

𝑆𝐸
𝑛0 − 1

=
0,0014

3 − 1
 𝑆𝐸 =∑(𝑦𝑧 − �̅�𝑧) 
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В результате вычислений получены следующие значения дисперсий 

коэффициентов уравнения регрессии для уz: 
 

𝑠𝑏0
2 = 0,000233; 

 

𝑠𝑏𝑖
2 = 0,000088; 

 

𝑠𝑏𝑖𝑙
2 = 0,000178; 

 

𝑠𝑏𝑖𝑖
2 = 0,000189. 

 

Доверительный интервал Δb0 коэффициента b0 определяется по выра-

жению 

∆𝑏0 = ±𝑡𝑠𝑏0 = ±4,3 ∙ 0,015264 = ±0,065635, 
 

где t – табличное значение критерия Стьюдента; в данном случае, при числе 

степеней свободы, равном 2, и 5%-ном уровне значимости, t = 4,3; 
 

𝑠𝑏0 = √𝑠𝑏0
2 = √0,000233 = 0,015264. 

 

Аналогично определяются доверительные интервалы коэффициентов 

bi, bil, bii : 

∆𝑏𝑖 = ±𝑡𝑠𝑏𝑖 = ±4,3 ∙ 0,00938 = ±0,040334; 
 

∆𝑏𝑖𝑙 = ±𝑡𝑠𝑏𝑖𝑙 = ±4,3 ∙ 0,013228 = ±0,056880; 
 

∆𝑏𝑖𝑖 = ±𝑡𝑠𝑏𝑖𝑖 = ±4,3 ∙ 0,013760 = ±0,059206. 
 

Коэффициент b22 меньше доверительного интервала, поэтому его 

можно признать статистически незначимым и исключить из уравнения ре-

грессии. После исключения коэффициента b22 уравнение регрессии для уz 

примет вид: 
 

   𝑦𝑧 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑏12𝑥1𝑥2 + 𝑏13𝑥1𝑥3 + 𝑏23𝑥2𝑥3 +

+𝑏11𝑥1
2 + 𝑏33𝑥3

2. (9)
 

 

Так как незначимым оказался коэффициент при квадратичном члене, 

все остальные коэффициенты пересчитываем с использованием метода 

наименьших квадратов. 

Для этого по выражению (9) составляем систему (10) нормальных 

уравнений: 
 

𝑏0𝑁 + 𝑏1∑𝑥1𝑗 + 𝑏2∑𝑥2𝑗 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗 + 𝑏12

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏13∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 + 𝑏33

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗
2 =

𝑁

𝑗=1

∑𝑦𝑧𝑗;            (10)  

𝑁

𝑗=1
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𝑏0∑𝑥1𝑗 + 𝑏1∑𝑥1𝑗
2 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+ 𝑏12∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗 +

𝑁

𝑗=1

𝑏13∑𝑥1𝑗
2 𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏33∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗 + 𝑏33

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗
2 𝑥1𝑗

𝑁

𝑗=1

= ∑𝑦𝑧𝑗𝑥1𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥2𝑗 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗
2 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏12  ∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗
2 + 𝑏13∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏23

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗+𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

+

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏33∑𝑥3𝑗
2 𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥2𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥3𝑗 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗
2

𝑁

𝑗=1

+ 

 

+𝑏12∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏13

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗
2 + 𝑏23

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗
2

𝑁

𝑗=1

+ 

 

+𝑏11∑𝑥1𝑗
2 𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
3

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥3𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗
2 𝑥1𝑗 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏12∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗

2 + 𝑏13

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏23∑𝑥2𝑗
2 𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑥1𝑗 + 

 

+𝑏11∑𝑥1𝑗
3 𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
3 𝑥1𝑗𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥1𝑗𝑥2𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 



 

24  

𝑏0∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥3𝑗 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏3∑𝑥3𝑗
2 𝑥1𝑗 + 𝑏12

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥2𝑗𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏13∑𝑥1𝑗
2

𝑁

𝑗=1

𝑥3𝑗
2 + 

 

+𝑏23∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗
2 𝑥1𝑗 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
3 𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
3 𝑥1𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥1𝑗𝑥3𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗
2 𝑥3𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏3∑𝑥3𝑗
2 𝑥2𝑗 + 𝑏12

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗
2 𝑥1𝑗𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏13∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑥3𝑗
2 + 

 

+𝑏23∑𝑥2𝑗
2 𝑥3𝑗

2 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
3 𝑥2𝑗𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
3 𝑥2𝑗

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥2𝑗𝑥3𝑗;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥1𝑗
2 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
3 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥1𝑗
2 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗𝑥1𝑗
2 + 𝑏12

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
3 𝑥2𝑗 +

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏13∑𝑥1𝑗
3 𝑥3𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏23∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗𝑥1𝑗
2 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
4 +

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
2 𝑥1𝑗

2

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥1𝑗
2 ;  

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑏0∑𝑥3𝑗
2 + 𝑏1

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗
2 + 𝑏2

𝑁

𝑗=1

∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗
2 + 𝑏3

𝑁

𝑗=1

∑𝑥3𝑗
3 + 𝑏12

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗𝑥2𝑗3 +

𝑁

𝑗=1

 

+ 𝑏13∑𝑥1𝑗𝑥3𝑗
3

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏23∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗
3 + 𝑏11

𝑁

𝑗=1

∑𝑥1𝑗
2 𝑥3𝑗

2 +

𝑁

𝑗=1

+ 𝑏33∑𝑥3𝑗
4

𝑁

𝑗=1

=∑𝑦𝑧𝑗𝑥3𝑗
2 ;  

𝑁

𝑗=1
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После подстановки значений сумм система (10) принимает вид: 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
15𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 8𝑏11 + 8𝑏33 = 6,18;

0𝑏0 + 8𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = −1,42;

0𝑏0 + 0𝑏1 + 8𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = 1,01;

0𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 8𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = 1,19;

0𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 4𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = −0,59;

0𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 4𝑏13 + 0𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = −0,65;

0𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 4𝑏23 + 0𝑏11 + 0𝑏33 = 0,29;

8𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 8𝑏11 + 4𝑏33 = 3,68;

8𝑏0 + 0𝑏1 + 0𝑏2 + 0𝑏3 + 0𝑏12 + 0𝑏13 + 0𝑏23 + 4𝑏11 + 8𝑏33 = 3,55.

(11) 

 

Решая систему (11), получаем следующие значения коэффициентов: 
 

b0 = 0,313846;  b1 = – 0,17756;  b2 = 0,126256;  b3 = 0,14875;  b12 = –0,1475;  
 

b13 = – 0,1625;  b23 = 0,0725;  b11 = 0,108269;  b33 = 0,075769. 
 

Уравнение регрессии для yz принимает вид 
 

   𝑦𝑧 = 0,313846 − 0,1775𝑥1 + 0,12625𝑥2 + 0,14875𝑥3 − 0,1475𝑥1𝑥2 −

−0,1625𝑥1𝑥3 + 0,0725𝑥2𝑥3 + 0,108269𝑥1
2 + 0,075769𝑥3

2. (12)
 

 

Адекватность полученной модели проверяем по критерию Фишера. 

Для вычисления дисперсии 𝑆ад
2  адекватности находим сумму SR квадратов 

отклонений расчетных значений 𝑦𝑧
′ от экспериментальных yz во всех точках 

плана (табл. 11). Расчетные значения 𝑦𝑧
′ определяются по выражению (12). 

 

11. Вспомогательная таблица для вычисления SR 
 

Номер 
опыта 

Yz 𝑦𝑧
′ 𝑦𝑧 − 𝑦𝑧

′ (𝑦𝑧 − 𝑦𝑧
′)2 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

0,30 
0,25 
0,91 
0,27 
0,31 
0,33 
0,25 
0,05 
0,32 
0,27 
0,64 
0,32 
0,35 
0,29 
0,32 

0,22 
0,26 
0,87 
0,32 
0,31 
0,31 
0,33 
0,99 
0,36 
0,31 
0,71 
0,29 
0,34 
0,19 
0,31 

0,08 
–0,01 
0,04 

–0,05 
0 

0,02 
–0,08 
0,06 

–0,04 
–0,04 
–0,10 
0,03 
0,01 
0,10 
0,01 

0,0064 
0,0001 
0,0016 
0,0025 

0 
0,0004 
0,0064 
0,0036 
0,0016 
0,0016 
0,01 

0,0009 
0,0001 
0,01 

0,0001 

   𝑆𝑅 =∑(𝑦𝑧 − 𝑦𝑧
′)2 = 0,0453 
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Находим дисперсию 
 

𝑠ад
2 =

𝑆𝑅 − 𝑆𝐸
𝑁 − 𝑘′ − (𝑛0 − 1)

=
0,0453 − 0,0014

15 − 9 − 2
= 0,010975. 

 

Расчетное значение F-критерия 
 

𝐹р =
𝑠ад
2

𝑠𝑦𝑧
2  
=
0,010975

0,0007
= 15,68 

 

меньше 𝐹т = 19,3. Следовательно, полученная модель адекватна при         

5 %-ном уровне значимости. 

Аналогично получаем уравнение регрессии для ya : 
 

𝑦𝑎 = 1,95486 + 0,74875𝑥1 − 1,2075𝑥2 − 0,66125𝑥3 +

   +0,2725𝑥2𝑥3 + 0,42321𝑥2
2. (13)

 

 

Полученная модель адекватна при 5%-ном уровне значимости, так как 
 

𝐹р =
𝑠ад
2

𝑠𝑦𝑧
2  
= 2,04 < 𝐹э = 19,3. 

 

Уравнения (12) и (13) можно использовать для определения толщины 

слоя и припуска на обработку при наплавке проволокой Ø2,5 мм на режи-

мах, входящих в область эксперимента. 

Переход от кодированных значений (х1 х2, х3) факторов к натуральным 

(Vэ, Vн, t) осуществляют по формулам: 
 

𝑉э = ε1𝑥1 + 𝑉эо ;  𝑉н = ε2𝑥2 + 𝑉но ;  𝑡 = ε3𝑥3 + 𝑡о , 
 

где ε1, ε2, ε3 – интервалы варьирования факторов; Vэо Vно tо – натуральные 

значения основных уровней факторов. 

Условный минимум функции уz при ограничениях, налагаемых функ-

цией уа, находили графическим способом с помощью совмещенных двух-

мерных сечений. 

Двухмерные сечения поверхности отклика получают следующим об-

разом. В уравнение регрессии подставляют значения (предположительно 

близкие к оптимальным) всех факторов, кроме двух. В результате получают 

зависимость исследуемой переменной от двух факторов при определенных 

значениях остальных факторов. Устанавливая для исследуемой величины в 

указанном уравнении определенное значение, получают зависимость между 

двумя факторами, которую на плоскости можно представить кривой ли-

нией. Эта линия носит название кривой равного отклика. Задавая различные 

значения зависимой переменной, можно построить семейство таких кри-

вых, дающих наглядное представление о поверхности отклика. Для оптими-

зации процесса, заключающейся в нашем случае в установлении режимов, 

обеспечивающих заданную толщину слоя при минимальном припуске, 

строим кривые равного отклика или, что одно и то же, контурные кривые 

поверхности отклика уz . 
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Рассмотрим построение контурных кривых поверхности отклика yz 

при х3 = –1. Подставив в уравнение (12) х3 = –1, получаем для уz следующее 

выражение: 
 

𝑦𝑧 = 0,240865 − 0,015𝑥1 + 0,05375𝑥2 − 0,1475𝑥1𝑥2 + 0,108268𝑥1
2, (14) 

 

Уравнение (14) приводим к каноническому виду. На первом этапе ка-

нонического преобразования начало координат переносим в особую точку – 

центр фигуры. Для определения координат центра S 
z фигуры уравнение (14) 

дифференцируем по х1 и х2: 
 

𝑑𝑦𝑧
𝑑𝑥1

= −0,015 − 0,1475𝑥2 + 0,216538𝑥1; 
 

𝑑𝑦𝑧
𝑑𝑥2

= −0,05375 − 0,1475𝑥1. 

 

Приравниваем частные производные нулю, после чего, решая получен-

ную систему уравнений, находим, что х1 = 0,364406, а x2 = 0,433267. Найден-

ные координаты являются координатами центра S 
z фигуры, поэтому обо-

значаем их через х1S и х2S (х1S = 0,364406 и х2S = 0,433267). 

Известно, что при параллельном переносе системы координат в центр S 
z 

фигуры исчезают члены уравнения, содержащие линейные эффекты,               

и изменяется свободный член. Коэффициенты при вторых степенях и про-

изведениях факторов инвариантны относительно параллельного переноса. 

Подставляя в уравнение (14) вместо х1, и х2 соответственно координаты цен-

тра S 
z фигуры х1S = 0,364406 и х2S = 0,433267, получаем значение припуска 𝑌𝑧

𝑠 

в новом начале координат: 
 

  𝑌𝑧
𝑠 = 0,240865 − 0,015 ∙ 0,364406 + 0,05375 ∙ 0,433267 − 
 

−0,1475 ∙ 0,364406 ∙ 0,433267 + 0,108269 ∙ 0,3644062 = 0,249776. 
 

В результате переноса начала координат в центр Sz фигуры уравнение 

(10) примет вид 

𝑌𝑧 = 𝑌𝑧
𝑠 + 0,108269𝑥1

2̃ − 0,1475𝑥1̃𝑥2̃ . 
 

Подставляя в последнее выражение 𝑌𝑧
𝑠 = 0,249776, получаем: 

 

𝑌𝑧 = 0,249776 + 0,108269𝑥1
2̃ − 0,1475𝑥1̃𝑥2̃ , (15) 

 

где 𝑌𝑧 – значение функции отклика; 𝑥1̃ и   𝑥2̃ – значения координат в новой 

системе, связанные с х1 и х2 следующими соотношениями: 
 

𝑥1̃ = 𝑥1 − 𝑥1𝑆 = 𝑥1 − 0,364406 ;  𝑥2̃ = 𝑥2 − 𝑥2𝑆 = 𝑥2 − 0,433267. 
 

Вторым этапом канонического преобразования является поворот осей 

в новом начале координат. Угол поворота находим по выражению 
 

tg2𝛼 =
𝑏12

𝑏11 − 𝑏22
= −

0,1475

0,108269 − 0
= −1,362347; 

 

2α = −53°43′;   α = −26°52′. 
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Коэффициенты В11, В22, ..., Вkk канонического уравнения находят, ре-

шая характеристическое уравнение, которое имеет вид 
 

|

|
𝑏11 − 𝐵      

1

2
𝑏12      …     

1

2
𝑏1𝑘 

     
1

2
𝑏21    𝑏22 − 𝐵    …      

1

2
𝑏2𝑘

      …          …           …         …

          
1

2
𝑏𝑘1        

1

2
𝑏𝑘2    …   𝑏𝑘𝑘 − 𝐵

|

|

= 0 . 

 

В данном случае для полинома 
 

𝑦𝑧 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏12𝑥1𝑥2 + 𝑏11𝑥1
2 + 𝑏22𝑥2

2  
 

характеристическое уравнение имеет следующее выражение: 
 

|
𝑏11 − 𝐵      

1

2
𝑏12      

     
1

2
𝑏21    𝑏22 − 𝐵   

| = 0. 

 

В это выражение подставляем значения b12, b11, b22 . 
 

|
0,108269 − 𝐵       

1

2
(−0,1475 

1

2
(−0,1475)          0 − 𝐵           

| = 𝐵2 − 0,108269𝐵 − 0,005439 = 0; 

 

𝐵11,22 =
0,108269

2
± √(

0,108269

2
)
2

+ 0,005439; 

 

𝐵11 = 0,145622;    𝐵22 = −0,037353 . 
 

Правильность вычислений коэффициентов В11 и В22 проверяем, срав-

нивая суммы  iiВ
 и  iib

. Поскольку коэффициенты при вторых степе-

нях инвариантны относительно параллельного переноса осей, значения ко-

эффициентов bii, можно брать из уравнения (14) или (15): 
 

∑𝑏𝑖𝑖 = 𝑏11 + 𝑏22 = 0,108269 + 0 = 0,108269; 
 

∑𝑏𝑖𝑖 = 𝐵11 + 𝐵22 = 0,145622 − 0,037353 = 0,108269. 
 

Таким образом, уравнение (14), приведенное к канонической форме, 

получает вид 
 

𝑌𝑧 − 0,249776 = 0,145622𝑋1
2 − 0,037353𝑋2

2. (16) 
 

Подставляя в уравнение (16) значение припуска Yz = 0,2 мм, получаем 

следующее выражение: 
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𝑋2
2

1,332717
−

𝑋1
2

0,341828
= 1. (17) 

 

Уравнение (17) – каноническое уравнение гиперболы. По уравнению (17) 

построена кривая 1 на рис. 7. 

Кривая 1 построена в системе координат 𝑋1
𝑧; 𝑋2

𝑧 Эта система получена 

путем переноса начала Н координат в центр 𝑆𝑧 и по следующего поворота 

координатных осей в точке 𝑆𝑧 на угол α = – 26°52'. Каноническое уравнение 

гиперболы имеет вид 

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1, 

 

где а – действительная полуось; b – мнимая полуось. 

В данном случае  а = 1,154434;  b = 0,584660. 

Значение а откладываем по оси 𝑋2
𝑧, а значение b – по оси 𝑋1

𝑧. При этом 

необходимо учитывать, что масштаб для а и b и масштаб соответственно 

факторов х2 и х1 должны быть одинаковыми. По полученным значениям по-

луосей строим гиперболу известными способами. 

Аналогичным образом получаем уравнения при Yz = 0,25; 0,3; 0,35; 0,4 мм. 

По этим уравнениям строили контурные кривые 2, 3, 4 и 5 (рис. 7). Подста-

вив в уравнение (13) х3 = –1, получили для уа следующее выражение: 
 

𝑦𝑎 = 2,61611 + 0,74875𝑥1 − 1,48𝑥2 + 0,423214𝑥2
2. (18) 

 

 
 

Рис. 7. Двухмерные сечения поверхностей откликов уz и yа при x3 = –1 (t = 3 мм): 

1, 2, 3, 4, 5 – припуск на обработку соответственно 0,2; 0,25; 0,3; 0,35; 0,4 мм;  

I, II, III, IV, V, VI, VII – толщина наплавленного слоя соответственно  

1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5 мм; dэ = 2,5 мм 
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Приняв уа = 1,5, уравнение (14) приняло вид 
 

𝑥1 = −1,490631 + 1,976628𝑥2 − 0,565227𝑥2
2. (19) 

 

По уравнению (19), представляющему собой уравнение параболы, по-

строена кривая I на рис. 2. Последовательно приняв толщину слоя равной 

2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0; 4,5 мм, получили уравнения, по которым построили 

кривые II, III, IV, V, VI, VII. Эти кривые и кривые 1, 2, 3, 4, 5 представляют 

собой совмещенные двухмерные сечения поверхностей откликов уz и уа при 

шаге наплавки, равном 3 мм. 

Аналогично построены совмещенные двухмерные сечения поверхно-

стей откликов уz и уа при шаге наплавки 3,5; 4,0; 4,5; 5,0 мм. Указанные се-

чения при шаге наплавки t = 4,0 мм изображены на рис. 3. 

Точкам пересечения кривых, представленным на рис. 2 и 3, отвечают 

значения VЭ и Vн, обеспечивающие получение минимального припуска при 

заданной толщине слоя и принятом шаге наплавки. Так, например, точка А 

(рис. 8) имеет координаты Vэ = 103,7 и Vн = 52,2. Эти значения Vэ и Vн обес-

печивают при заданной толщине слоя 2,0 мм и шаге наплавки 4 мм получе-

ние минимального припуска, равного 0,25 мм. 

 

 
 

Рис. 8. Двухмерные сечения поверхностей откликов уz и уа при х3 = 0 (t = 4 мм): 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 – припуск на обработку соответственно О',2: 0,25; 0,3; 0,35; 0,4; 

0,45; 0,5; 0,55 мм; I, II, III, IV, V, VI, VII – толщина наплавленного слоя  

соответственно 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4 мм; dэ = 2,5 мм 
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Анализ совмещенных двумерных сечений позволил определить ре-

жимы, обеспечивающие требуемую толщину слоя при минимальном при-

пуске на обработку (табл. 12). В последнем столбце таблицы указано ма-

шинное время τ наплавки поверхности Ø100 мм и длиной 100 мм. По при-

веденным данным можно выбрать режим, обеспечивающий заданную тол-

щину слоя при наименьшем припуске и максимальной производительности 

наплавки. 
 

12. Режимы, обеспечивающие заданную толщину слоя  

при минимальном припуске на обработку (dэ = 2,5 мм) 
 

a Vэ, м/ч Vн, м/ч t, мм z, мм τ, мин 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

1,5 

1,5 

1,5 

1,5 

1,5 

2,0 

2,0 

2,0 

2,0 

2,0 

2,5 

2,5 

2,5 

2,5 

2,5 

3,0 

3,0 

3,0 

3,0 

3,0 

3,5 

3,5 

3,5 

4,0 

0,0 

4,0 

4,5 

4,5 

64 

64 

80 

89 

80 

87,7 

84,5 

95,4 

100,5 

91,5 

94,7 

103,7 

97,3 

115,2 

91,8 

77,4 

89,6 

79,0 

101,8 

91,8 

105,0 

112,0 

113,0 

83,2 

74,2 

83,8 

88,3 

80,3 

88,6 

95,7 

82,6 

91,5 

62,1 

52,4 

59,6 

61,3 

64,6 

64,2 

53,4 

55,9 

48,8 

57,1 

53,4 

52,2 

42 

44,7 

47,6 

38,1 

36,4 

27,7 

29,4 

39,7 

40,2 

36,4 

31,2 

18,0 

29,4 

27,3 

23,4 

25,5 

23,6 

20,1 

21,1 

19,2 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 

3,0 

3,5 

4,0 

3,0 

3,5 

4,0 

3,0 

3,5 

0,50 

0,55 

0,55 

0,60 

0,3 

0,3 

0,35 

0,35 

0,40 

0,25 

0,25 

0,25 

0,30 

0,30 

0,25 

0,25 

0,25 

0,30 

0,30 

0,25 

0,25 

0,25 

0,25 

0,30 

0,20 

0,20 

0,20 

0,20 

0,20 

0,20 

0,20 

0,20 

8,67 

8,99 

7,03 

6,15 

9,73 

8,39 

8,82 

7,49 

7,71 

11,00 

10,08 

9,03 

9,97 

8,43 

13,20 

14,14 

12,94 

15,10 

12,82 

15,81 

13,40 

12,94 

13,40 

20,93 

21,38 

19,71 

20,14 

24,7 

22,82 

23,5 

29,76 

27,98 
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