
Министерство образования и науки Российской Федерации 

«ТАМБОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ»  

ФГБОУ ВПО «ТГТУ»      

 

 

 

 

ВАСИЛЬЕВ В.В.,  

ЛАНОВАЯ А.В., ЩЕРБАКОВА А.В. 

 

 

 

 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ 

 
Утверждено Методическим советом ТГТУ 

в качестве методических указаний для студентов, 

обучающихся по инженерным и экономическим  

направлениям подготовки 

 

 
ЧАСТЬ I 

 

 
Тамбов 2015 



 2

Рецензент 

к.ф.-м.н., доцент А.Д. Нахман 

 

 

 

 

 

 

Утверждено Методическим советом ТГТУ 

(протокол № 1 от 20.01.2015 г.) 

 



  3

I. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

1. Предел функции при x  .  

Пусть дана функция 
1

2y
x

  . Рассмотрим поведение функции при не-

ограниченном возрастании аргумента х, т.е. при x  . Составим таблицу 
значений этой функции и построим фрагмент ее графика.  

х 1 2 10 100 1000
у 2 2,5 2,1 2,01 2,001

 
Заметим, что чем больше зада-

ется значение аргумента х, тем 
меньше значение функции отличает-
ся от числа 2; или, можно сказать, 
что график функции неограниченно 
приближается к прямой 2y  . 
Можно найти и другие слова для 
описания поведения функции: при 
неограниченном возрастании аргу-
мента х, например, функция при 

x   стремится к  значению, как 
угодно мало отличающемуся от 

двух, или можно сказать, что имеет пределом число 2.  Но, в математике не 
принято описывать одно и то же понятие множественными терминами, неод-
нозначная трактовка недопустима. 

Найдем расстояние от произвольной точки М(х,у) графика функции 
1

2y
x

   до прямой 2y  :  
1 1 1

( ) 2 2 2f x
x x x

      . 

 Тогда, тот факт, что функция 
1

2y
x

   при x   имеет пределом 

число 2, означает, что расстояние от произвольной точки М(х,у) графика 

функции 
1

2y
x

   до прямой 2y  , может быть сделано меньше любого на-

перед заданного числа для достаточно больших значений х. 

 Так, например, если 10x  , то  
1 1

( ) 2
10

f x
x

   ; 

если 100x  , то 
1 1

( ) 2
100

f x
x

   .  

Т.е., можно выбрать сколь угодно малое число 0  , что 

1 1
( ) 2f x

x 
   , для всех 

1
x


 . 

Рис. 1 
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Введем понятие предела функции при неограниченном возрастании ар-
гумента х.  
 Определение. Число А называется пределом функции ( )y f x  при 
x  , если для любого положительного числа 0  существует положи-
тельное число N такое, что для всех значений аргумента х, удовлетворяющих 

условию x   N, выполняется неравенство   f x A   . 

 Для обозначения введенного понятия используется следующая симво-
лика:    lim

x
f x A


 . 

 Для функции 
1

2y
x

   имеем, 
1

2lim 2
x x

   





. 

Геометрический смысл предела функции при x  . 
Если функция ( )y f x  имеет пределом число А, то это значит, что если 

для любого положительного числа 0  найдется  такое положительное чис-
ло N, что для всех значений аргумента х, удовлетворяющих условию x   N, 
выполняется неравенство  

  f x A   .     (1) 

Преобразуем неравенство (1), используя свойства абсолютных величин: 

 f x A     , 

или   

 A f x A      .     (2) 

 Неравенство (2) показывают, что график функции  ( )y f x  для всех х, 
превосходящих число N, содержится в полосе, ограниченной прямыми  
y A    и y A   . 

 

 

Рис. 2 

 Аналогично вводится определение, если x   . 

  Определение. Число А называется пределом функции ( )y f x  при 
x   , если для любого положительного числа 0  существует положи-
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тельное число N такое, что для всех значений аргумента х, удовлетворяющих 

условию x  N, выполняется неравенство   f x A   . 

Обозначение:   lim
x

f x A


 .  

Геометрический смысл предела функции при x   аналогичен гео-
метрическому смыслу предела при x  . Если  lim

x
f x A


 , то каково бы 

ни было положительное число 0  существует положительное число N та-
кое, что для всех значений аргумента х, удовлетворяющих условию x  N, 
график функции находится в полосе, ограниченной прямыми y A     и 
y A   .  

Для функции 
1

2y
x

   при неограниченном убывании аргумента х, по-

лучим 
1

2lim 2
x x

   





. 

 
Рисунок 3 

Пример. Доказать, что 
3 1

lim 3
x x

x


   
 


.  

 Решение. Выберем произвольное число 0  и рассмотрим   f x A . 

В данном случае   
3 1

, 3
x

f x A
x


  :   3 1 1 1

| 3 |
x

f x A
x x x

 
     . 
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Для того, чтобы выполнялось 
неравенство

  3 1 1
| 3 |

x
f x A

x x


      , 

достаточно, чтобы 
1

x


 . Т.к. рас-

сматривается предел при x  , 
то х является положительным и в 

качестве N можно выбрать 
1

 . Та-

ким образом, получаем: для любого 
0   существует положительное 

число N =
1

  такое, что для всех 

значений аргумента х, удовлетворяющих условию x   N=
1

 , выполняется 

неравенство  
3 1

3
x

x


  . Это означает, что 
3 1

lim 3
x x

x


   
 


. 

График функции изображен на рис. 4. 
 

2. Предел функции при x a .  

Введем понятие предела функции в точке. Рассмотрим функцию 
( )y f x , определенную в некотором интервале, содержащем точку x a . 

Определение. Число А называется пределом функции ( )y f x  при 
x a  (или в точке a), если для любого числа 0  существует  число 0 
такое, что для всех х, удовлетворяющих условию  

0 x a    ,  (3) 

 выполняется неравенство  

  f x A   .  (4) 

Обозначение предела функции  ( )y f x  при х стремящимся к а:   

 lim
x a

f x A


 . 

Выясним геометрический смысл этого определения. Неравенства (3) 
означают, что точка х отстоит от точки a не далее, чем на  , т.е. принадле-
жит интервалу ( ; )a a   . Неравенство (4) означает, что значения функ-

ции  ( )y f x  не выходят из интервала (A A    . Т.е., точки графика 
( )y f x  должны находиться в полосе, ограниченной прямыми y A    и 

y A   . Рис.5. 

Рис. 4 
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Рис. 5 

Пример. Найти предел функции   у=3х–1  при  x→ 
Используя график функции (рис.6), можно увидеть, что если x →1 с лю-

бой стороны, то соответствующие точки M(x, y) графика стремятся к точ-
ке M(1, 2), т.е. можно предположить, что   

1
lim 3 1 2
x

x


  . Докажем это. Зада-

дим произвольное число ε > 0. Рассмотрим, при каких условиях выполняется 
неравенство |(3x–1) – 2|<ε или |3x–3| < ε, откуда 3|x– 1| < ε. 

Таким образом, если положить 
3

  , то при всех x, удовлетворяющих не-

равенству |x– 1|<δ, будет выполняться неравенство  |(3х-–1) –2| < ε. По опре-
делению предела это и означает, что число 2  есть предел функции      
 y=3x –1 при x→1. 

 В рассмотренном примере 
предел функции при  x →1совпадает 
со значением функции в точке 
при x=1. Это справедливо не для 
всех функций, а для тех, графиком 
которых является плавная, нигде не 
прерывающаяся линия (что соответ-
ствует школьным представлениям о 
непрерывности функции). При рас-
смотрении графика такой функции y 
= f(x) мы видим, что если независи-
мая переменная  х  приближается к 
точке а, то значение функции y = 
f(x) неограниченно приближается к 
значению функции в точке а, т.е. 
к f(а). 
Дадим строгое определение непре-

рывности функции. Пусть дана функция  ( )y f x . 

Рис. 6 
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Определение. Функция ( )y f x   называется непрерывной в точке x0, 
если она определена в этой точке и в некоторой окрестности содержа-
щей точку x0  и   

0
0lim ( )

x x
f x f x


 . 

 Замечание. При вычислении предела функции непрерывной в точке   x0, 
непосредственно подставляем значение   x0 в функцию и получим значение 
предела в заданной точке. 
 Пример. Вычислить  

2

3lim
x

x


. 

Функция 3y x  является непрерывной  при  2x   . Поэтому  

2 2

3

2

3( 2li )m ( 8i )lim l m 8
x x x

x
  

      . 

 
3. Односторонние пределы.   

Пусть дана функция  
1

y
x

 . Рассмотрим поведение этой функции вбли-

зи точки  0x  , рис. 7.  
 
При стремлении аргумента х к 

нулю справа значения функции не-
ограниченно возрастают, т.е. 
y  , а при стремлении  аргумен-

та х к нулю слева значения функции 
неограниченно убывают, т.е. 
y  . В данном случае имеем, 

что способ приближения аргумента 
х к точке влияет на значение предела 
функции. 

Поэтому вводят понятия одно-
сторонних пределов. 

 
 

Определение. Число 1A называется пределом функции ( )y f x  слева  в 

точке a, если для любого числа 0  существует  число 0  такое, что при  

( ; )x a a   выполняется неравенство   1 f x A   . 

 Обозначение:    1
0

lim
x a

f x A
 

 . 

Определение. Число 2A называется пределом функции ( )y f x  справа 

в точке a, если для любого числа 0  существует  число 0  такое, что 

при ( ; )x a a    выполняется неравенство   2 f x A   .  

Рис. 7 
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 Обозначение:    2
0

lim
x a

f x A
 

 . 

 Пределы функции слева и справа называются односторонними преде-
лами.  
 Можно доказать, что если односторонние пределы равны, т.е.  

1 2 A A A   (рис.8, б)) то предел функции  в точке a существует и равен од-

носторонним пределам:   lim
x a

f x A


 .  

 Если односторонние пределы различны, т.е.  1 2 A A , или хотя бы 

один из них не существует, то не существует и предел функции в точке x a
(рис.8, а), в)). 

 

а)     б)      в) 

Рис. 8 

Из определения предела функции следует, что предел постоянной 

функции равен этой постоянной:  lim
x a

cc


 , где c-const. 

 Рассмотрим графики некоторых элементарных функций, и отметим 
факты, которые будут полезны в дальнейшем при исследовании функций. 

 

 
Гипербола   

 

0 0

1
lim

x x 
  , 

0 0

1
lim

x x 
   , 

lim 0
1

x x
 , lim 0

1
x x

  . 
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Показательная функция  xy a  

  
a  : 

lim 0x

x
a


 , 

lim x

x
a


  ; 

0 a : 
lim x

x
a


  , 

lim 0x

x
a


  . 

 
Логарифмическая функция logay x  

  
a  : 

loli gm a
x

x


  , 

0 0
loglim a

x
x

 
  ; 

0 a : 
loli gm a

x
x


  , 

0 0
loglim a

x
x

 
  . 

 
Обратные тригонометрические функции: 

 
 

y arctgx : 

lim
2x

arctgx



 , 

lim
2x

arctgx



   ; 
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y arcctgx : 
lim 0
x

arcctgx


 , 

lim
x

arcctgx 


  . 

 

 

4. Бесконечно малые функции и их свойства. 
Определение. Функция  ( )x   называется бесконечно малой при   

x a  (или  x  ), если   lim 0
x a

x


  (или   lim 0
x

x


 ). 

Функция  2( ) ( 1)x x    есть бесконечно малая при   1x   , т.к. 

   2

1 1
lim lim 1 0
x x

x x
 

   . Функция  
1

( )x
x

   также является бесконечно ма-

лой, при   x  , т.к.   lim lim
1

0
x x x

x
 

  . 

Свойства бесконечно малых функций. 
1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ-

ций есть величина бесконечно малая. 
2. Произведение бесконечно малой на ограниченную функцию есть 

бесконечно малая функция. 
Следствие 1. Произведение двух бесконечно малых функций есть бес-
конечно малая функция. 
Следствие 2. Произведение бесконечно малой функции на постоянную 
есть бесконечно малая функция. 
3. Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, 

имеющую отличный от нуля предел, есть функция бесконечно малая. 
 Сравнение бесконечно малых функций. 
Частное двух бесконечно малых функций не определяется однозначно,  

могут быть самые разнообразные варианты. 
Пусть ( )x  и ( )x   бесконечно малые функции при x a . Тогда, если: 

1) 
 
(

im
)

l 0
x a

x

x




 , то ( )x  называется бесконечно малой более высо-

кого порядка  по сравнению с ( )x : ( ) ( ( ))x x   ; 
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2) 
 

lim
(

0
)x a

x
A

x




  , то ( )x  и ( )x  называются бесконечно малыми 

одного порядка малости; при 1A  они называются эквивалент-
ными: ~( ) ( )x x  ; 

3) 
 

lim
( )x a

x

x




  , то ( )x  называется бесконечно малой более высо-

кого порядка  по сравнению с ( )x : ( ) ( ( ))x x   . 

Таким образом, отношение двух бесконечно малых функций есть вели-

чина неопределенная, обозначается неопределенность 
0

0
 
  

.  

Для раскрытия  неопределенностей 
0

0
 
  

  часто бывает полезным при-

менение принципа замены бесконечно малых функций эквивалентными:  ес-

ли 1( ) (~ )x x , 1~( ) ( )x x   при x a  и существует 
 1

1

l m
)

i
(x a

x

x




, то существу-

ет и 
 
( )

lim
x a

x

x




, причем  

   1

1

lim li
( ( )

m
)x a x a

x x

x x

 
  

 . 

Ниже приведены некоторые важнейшие эквивалентности, которые ис-
пользуются при вычислении пределов. Например, при 0x  : 

sin ~x x ; 1 ~xe x ; 
~tgx x ; l~1 nxa x a  ; 

arcsin ~x x ; ln(1 ) ~ xx ; 
~arctgx x ; log (1 ) log~a ax ex  ; 

2

2
1 ~

x
cosx ; 

(1 ) 1 ~ , 0,k xx k k    

1 1 ~
2

x
x  . 

 Как использовать эти соотношения для раскрытия неопределенностей 
рассмотрим в следующем разделе. 

  
5.  Бесконечно большие функции и их свойства. 
Определение. Функция ( )y f x  называется бесконечно большой при  

x a , если для любого положительного числа  N, найдется такое число 

0  , что для всех х, удовлетворяющих условию 0 x a    ,  

 выполняется неравенство   f x N . 
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 Примером бесконечно большой функции является функция 
1

y
x

  при  

0x   (рис.7). 
 Бесконечно большая функция не имеет предела при  x a , но условно 
говорят, ее предел равен бесконечности. Если функция принимает только по-
ложительные значения, то пишут  lim

x a
f x


  , если только отрицательные 

значения, то  lim
x a

f x


  . 

 Свойства бесконечно больших функций. 
1. Сумма бесконечно большой функции и ограниченной функции есть 

бесконечно большая функция. 
Замечание. Сумма бесконечно больших функций есть бесконечно большая 

функция:       ; разность бесконечно больших функций – величина 

неопределенная:   ?   (раскрытие таких неопределенностей будет рас-

смотрено ниже). 
2. Произведение бесконечно большой функции и функции, предел кото-

рой отличен от нуля, есть бесконечно большая функция. 
3. Частное от деления бесконечно большой функции на функцию, имею-

щую предел в точке, есть бесконечно большая функция.  
Замечание. Частное от деления бесконечно большой функции на беско-

нечно большую функцию есть величина неопределенная; обозначается 
 
  

  

и способ раскрытия таких неопределенностей будет рассмотрен ниже. 
Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими  функциями. 
Если функция ( )x   стремится к нулю при x a  (или  x  )  и не 

обращается в нуль, то функция 
1

( )
( )

f x
x

  стремится к бесконечности. Т.е., 

если при вычислении предела функции возникла неопределенность 
1

0
 
  

, по-

лезно запомнить, что 
1

0
     

, или  
0

c     
, где с – const. 

 
6. Основные теоремы о пределах функций. 

1) Функция ( )y f x  не может иметь более одного предела при x a . 

2) Если каждая из функций  ( )f x  и ( )x  имеет предел при x a , то сум-

ма, разность и произведение этих функций также имеют пределы, при-
чем  

        lim lim lim
x a x a x a

f x x f x x 
  

     ; 

       lim lim lim
x a x a x a

f x x f x x 
  

    . 
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Если, кроме того,  lim 0
x a

x


 , то и частное  
( )

( )

f x

x
 имеет предел, при-

чем 
lim ( )( )

lim
( ) lim ( )

x a

x a
x a

f xf x

x x 





 . 

 Следствие 1.  Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 

   lim lim
x a x a

cf x fc x
 

    . 

 Следствие 2. Если  lim
x a

f x A


  и n – натуральное число, то 

   lim lim
nn

x a x a
f x f x

 
       , 

в частности 

lim (lim( ))
x a x a

n n nxx a
 

 . 

3) Если  
0

0lim
x x

x u


 , а  
0

lim
u u

Af u


 , то  
0

(lim )
x x

f x A


 . 

 
7. Замечательные пределы. 

Рассмотрим функцию 
sin

( )
x

f x
x

 , данная функция неопределенна при 

0x  . Существует теорема, доказывающая, что предел этой функции суще-
ствует, а именно:  

0

sin
lim 1
x

x

x
 .         (*) 

Этот предел получил собственное название: первый замечательный 
предел.  

Из формулы (*) следует, что 
0

lim 1
x

tgx

x
 . 

Эти формулы используются для раскрытия неопределенности 
0

0
 
  

 в 

случае, если функция, стоящая под знаком предела, содержит тригонометри-
ческие функции. 

Второй замечательный предел используется для раскрытия неопреде-

ленности 1   .  

 Рассмотрим функцию  
1

( ) (1 )xf x
x

  . При  x   основание степени 

стремится к 1, а показатель – бесконечно большая величина, т.е. имеем неоп-

ределенность 1   .  
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Справедлива теорема, утверждающая, что предел функции  
1

( ) (1 )xf x
x

   при x   существует и равен е: 

1
lim(1 )x

x
e

x
  . 

 Второй замечательный предел имеет еще одну форму: 
1

0
lim(1 ) y

y
y e


  . 

 Примеры приведены в следующем разделе. 
 

II. Решение типовых задач. 

1. Рассмотрим примеры вида 
 
 x

xf
x 
lim  с неопределенностью 

вида 







, где  xf  и  x  в общем случае – сложные степенные 

или показательные функции. 

а) 











 2

2

47

143
lim

x

xx
x

. 

Найдем наибольшую степень x в числителе и в знаменателе. 
Это x2. Разделим числитель и знаменатель почленно на x2, получим:  

4

3

4
7

14
3

lim
47

143

lim

2

2

2

2

2

222

2













x

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx
. 

б) 

















555

2

5

3

5

5

2

35

123

47

lim
123

47
lim

xx

x

x

x
x

x

x

x

xx

xx
xx

 







 0

7
123

4
7

lim

542

2

xxx

x
x

. 
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в) 

















444

3

4

4

44

34 12

24

lim
12

24
lim

xx

x

x

x

x

x
xx

x

xxx

x
xx

 

0
1

0
121

1

24

lim

43

43









xxx

xx
x

. 

г) 











 x

xxxx
x 72

3512427
lim

3 23

. 

Найдем наибольшую степень x в числителе и знаменателе. Это x1. 

Рассмотрим 3 23 12427  xxx  (внесем под корнем x3) 

3
32

3
32

3 124
27

124
27

xxx
x

xxx
x 






  . 

Подставим полученное выражение в заданный предел и разделим 
числитель и знаменатель на x1 почленно: 









x

x

x

xx

x

x
xxx

x

x 72

35
124

27

lim

3
32

 

7

1
1

7

8

7
2

3
5

124
27

lim

3
32









x

xxxx
x

. 

2. Рассмотрим примеры вида 
 
 x

xf
xx  0

lim  с неопределенностью вида 






0

0
. В этом случае необходимо разложить на множители и числи-

тель и знаменатель дроби или домножить и числитель и знамена-
тель дроби на одно и то же выражение, приводящее к формулам со-
кращенного умножения. 
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а) 
  
   6

43

33

43

33
lim

127

9
lim

32

2

3













 xx

xx

xx

x
xx

. 

[Раскладываем числитель как разность квадратов по формулам 

  yxyxyx  22 ]. 

[Знаменатель дроби разложим по формулам на множители 

  

4
2

17
;3

2

17

14849

43127

21

2












xx

Д

xxxx

]. 

б) 
  

  














 4325

325325
lim

0

0

4

325
lim

2

22

4

2

4 xx

xx

x

x
xx

 

(Умножим числитель и знаменатель на число сопряженное числи-

телю: 325 2  x . Получим в числителе разность квадратов: 

  325325 22  xx ). 

     












 4325

16
lim

4325

925
lim

2

2

42

2

4 xx

x

xx

x
xx

 

  
   9

8

4325

44
lim

24







 xx

xx
x

. 

в) 
   
    













 22232

2223223
lim

0

0

2

223
lim

22 xxx

xxx

x

x
xx

 

Числитель и знаменатель необходимо домножить на сопряженное 

выражение:   2223  xx  

  
  

  
  

 













 4

223

2232

223
lim

2232

2423
lim

22 xx

xx

xx

xx
xx

 

2
2

3

4

26
 . 

3. Рассмотрим неопределенность вида   . 

а)  











 8

82

2

1
lim

32 x

x

xx
. 

Имеем неопределенность вида   . 
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Приведем дроби к общему знаменателю: 

      






 422

4
lim

422

8242
lim

2

2

22

2

2 xxx

x

xxx

xxx
xx

 

  
   3

1

12

4

422

22
lim

22






 xxx

xx
x

. 

б)    


xxx
x

52lim 2 . 

Имеем неопределенность вида   . 

Умножим и разделим данную функцию на выражение, сопряжен-
ное ей то есть  

  










 xxx

xxx

xxx

xxxxxx
xx 52

52
lim

52

5252
lim

2

22

2

22

 

xxx

x
x 




 52

52
lim

2
. 

Найдем наибольшую степень дроби. Это x1, следовательно: 

1

1
52

1

5
2

lim

2








xx

x
x

. 

Так как при x  
2

5
;

1
;

5

xxx
 – бесконечно малые величины. 

Замечательные пределы e
x

x

x







 



1
1lim . 

4. Рассмотрим примеры, содержащие неопределенность вида  1 . 

а) 

23

2

2

12

32
lim

x

x x

x


 











. 

Имеем неопределенность вида  1 , так как  
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1
2

2
1

2

3
2

lim
12

32
lim

2

2

2

2












x

x
x

x
xx

. 

Выделим целую часть дроби: 

   



























12

4
1

12

4
1

12

412

12

3112

12

32
222

2

2

2

2

2

xxx

x

x

x

x

x
 

 x
x





12

4
2

 – является бесконечно малой величиной при x . 

Домножим показатель степени    









x

x
1

, это действие не нару-

шает знака равенства: 




















































2

2

2 3

12

4

4

12

2 12

4
1lim

x

x

x

x x
 

612

12
lim

12

1212

12

4

12

2

2

2

2

22

2

2

lim
12

4
1lim eee

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x 



























 








 . 





















 

6
1

2

12
lim

12

12
lim

2

2

2

x
x

x
xx

. 

б) 
x

x x

x
3

0 12

1
lim 












. 

Имеем неопределенность вида  1 , так как 1
12

1
lim

0





 x

x
x

. 

Выделим целую часть: 
   














12

12

12

11212

12

1

x

xx

x

xxx

x

x
 













12

1
x

x
. 
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
















































































12

3
12

0

3

12

12

0 12
1lim

12
1lim

x
x

x

x

xx

x

x

x

x x

x

x

x
 

.312

3
lim

0 ee
xx  


  (Так как e
x

x x

x

x


























12

0 12
1lim ). 

в) 
 

x

x
x 5

3ln3ln
lim

0




. 

Имеем неопределенность вида 




0

0
. 

Используем свойства логарифмов ( ;logloglog
c

b
cb aaa   

n
aa xxn loglog  ). 

x

x

x

xxx

xxx

xx

x
5

1

0

5

1

000 3
1lnlim

3

3
lnlim

3

3
ln

5

1
lim

5
3

3
ln

lim 





 






 







 






. 

Учитывая непрерывность логарифмической функции, символы lim 
и ln можно переставить, получим: 

15

1
15ln

3
1limln

3
1limln 15

1

3

3

0

5

1

0







 






 




e

xx x

x

x

x

x

x
. 

5. 1
sin

lim
0


 x

x
x

. 

а) Найти 
x

x
x

tg
lim

0
. 

1
cos

1
lim

sin
lim

cos

sin
lim

0

0tg
lim

0000






 xx

x

xx

x

x

x
xxxx

. 

Так как 1
sin

lim
0


 x

x
x

; 1
0cos

1
lim

0


x
. 

б) 
x

x
x

arcsin
lim

0
. 
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Имеем неопределенность вида 




0

0
. 

Сделаем замену yx arcsin   yx sin  при x  0; y  0, получим: 

1
sin

lim
arcsin

lim
00


 y

y

x

x
yx

. 

в) 









 x

xx

x

xx
xx 4

3cos5sin2
lim

0

0

4

8sin2sin
lim

00
 

(Для числителя применили формулу:  

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


 ). 

2

5

4

10

4

3cos5
5

5sin
2

lim
0





 x

xx
x

x

x
. 

(так как cos (30) = cos 0 = 1). 
 

Примеры для самостоятельного решения: 

1. 
24

84
lim

7

53




 x

xx
x

;       
x

xx
x 23

127
lim

8





;     

x

xxx
x 


 3

2629
lim

3 3

 

   
42

112764
lim

3 23




 x

xxx
x

;         xxxx
x

42152lim 22 


; 

   
3

3

74

32
lim

x

xx
x 




;                              65424lim 22 


xxx
x

. 

2. 
44

2
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

;           
9

27
lim

2

3

3 


 x

x
x

;             
96

127
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

; 

   
62

6
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

;   
 2
2

3 3

65
lim




 x

xx
x

;   
2

23
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

;   
16

45
lim

2

2

4 


 x

xx
x

. 

3. 
2

11
lim

2 


 x

x
x

;         
5

8113
lim

2

5 


 x

x
x

;          
7

49
lim

2

7 


 x

x
x

; 

    
33

22
lim

0 


 x

x
x

;    
x

x
x 


 225

21
lim

3
;             

3

572
lim

2

3 


 x

x
x

; 
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335

773
lim

0 


 x

x
x

. 

4. 
4

52

12
lim













 x

x x

x
;   

x

x x

x
24

8

2
lim















;                

x

x xx

x












 42

1
lim

2

2

; 

   
x

x x

x
1

47

34
lim 












;         

43

2

2

82

14
lim



 











x

x xx

xx
;    

x

x x

x












 2

23

17
lim . 

5. 
x

x
x sin3

10tg
lim

0
;                     

x

x
x cos2

3tg
lim

0
;              

20

2coscos
lim

x

xx
x




; 

    
20

4sinsin
lim

x

xx
x




          
20 2

4cos1
lim

x

x
x




. 

III. Индивидуальные задания для самостоятельной работы 
Найти указанные пределы. 

I 

1. а) 










 1

1

1

1
lim

21 xxx
;              б) 

8253

8152
lim

2

2

8 


 xx

xx
x

. 

2. а) 










 xxxxx 220

1

2

1
lim ;           б) 

276

1534
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

. 

3. а) 










 1

31
lim

321 xxxx
;               б) 

6166

9
lim

2

2

3 


 xx

x
x

. 

4. а) 
132

25
lim

25

5




 xx

xx
x

;                   б) 
33

22
lim

0 


 x

x
x

. 

5. а) 
x

xx
x 3

44
lim

0




;               б) 
62

6
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

. 

6. а) 
643

123
lim

23

23




 xxx

xxx
x

;            б) 
2

2

0

93
lim

x

x
x




. 

7. а) 
1

12
lim

2

2

1 


 x

xx
x

;                     б) 
732

132
lim

2 


 x

x
x

. 

8. а) 
5112

10122
lim

2

2

5 


 xx

xx
x

;                б) 
xx

xx
x 23

154
lim

2

8





. 
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9. а) 
2

35
lim

4 


 x

x
x

;                      б) 
12

7957
lim

2




 x

xxx
x

. 

10. а) 
3

697
lim

2

3 


 x

xx
x

;              б) 
41028

134
lim

23

2

1 


 xxx

xx
x

. 

11. а) 
43

33
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

;               б) 
15

222429
lim

3 23




 x

xxxx
x

. 

12. а)  28129lim xx
x




;            б) 
1

2334
lim

2

1 


 x

xx
x

. 

13. а)  86488lim 2 


xx
x

;      б) 
47

135
lim

8

24




 x

xx
x

. 

14. а)  23lim 


xx
x

;          б) 










 9

6

3

1
lim

23 xxx
. 

15. а) 
xx

xx
x 3

96
lim

2

2

3 



;                    б) 

2

223
lim

2 


 x

x
x

. 

16. а) 
  

 !1

!153
lim

2




 n

nn
n

;              б) 
3 562

24 8

152715

3102
lim

xxxx

xxx
x 




. 

17. а) 
435

324

27

310
lim

xxx

xxx
x 




;           б) 
13

23
lim

1 


 x

x

x
. 

18. а) 
 
 !1

!1
lim




 x

xx
x

;                         б) 
56

12142
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

19. а) 
 
 !1

!!1
lim




 x

xx
x

;                      б) 
2

35
lim

4 


 x

x
x

. 

20. а) 
3 3

2

52

299
lim




 x

xx
x

;               б) 
2

2

0 3

42
lim

x

x
x




. 

II 

1. а)     32ln12lnlim 


xxx
x

;   б) 
xx

x
x sin3

2cos1
lim

0




. 

2. а) 
x

xx
x 2

sin3sin
lim

0




;                         б)   x

x

x
x






3

0
21lim . 
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3. а) xx
x

tg
2

π
lim

2

π






 



;                         б) 
x

x x

x
5

21

3
lim













. 

4. а)  2sin

63
lim

2 


 x

x
x

;                             б)   2
6

0
41lim 


 x

x
x . 

5. а) 
23

3
lim














x

x x

x
;                         б)   x

x

x
x






3

0
21lim . 

6. а)   x

x

x cos

3

2

π
cos21lim 



;                    б) 
x

x x

x
2

4

3
lim















. 

7. а)      3ln3ln2lim 


xxx
x

;      б) 
20

2cos1
lim

x

x
x




. 

8. а) 
30

sintg
lim

x

xx
x




;                            б) 
2

3

2

2

0 13

14
lim

x

x x

x













. 

9. а)   2

1

0
coslim x

x
x


;                               б) 

 
2

2

0 2

5ln5ln
lim

x

x
x




. 

10. а) 
x

x x

x
4

2

2

0 33

23
lim



 











;                        б) 
xx

x
x 7sinsin

7
lim

0 
. 

 
III. Найти пределы, используя эквивалентные бесконечно малые 
функции: 

1. 
x

x
x 8

2arctg
lim

0
                                  11. 

x

x
x 2arctg

3sin
lim

2

2

0
 

2. 
 

x

x
x 10

51ln
lim

0




                               12. 
x

x
x 4

3arctg
lim

0
 

3. 
x

e x

x 2sin

1
lim

5

0




                                    13. 
x

x
x 2arcsin

sin5
lim

0
 

4. 
 

4

2tg
lim

22 


 x

x
x

                               14. 
xx

x
x sin3

arcsin
lim

2

0
 

5. 
x

x
x 4tg

arcsin2
lim

0
                                15. 

x

x
x arctg3

5
lim

0
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6. 
x

x
x 2tg

5arctg
lim

0
                                 16. 

x

x
x 2

arcsin6
lim

0
 

7.  x

x
x 21ln

sin3
lim

0 
                              17. 

x

xx
x arcsin

sinsin5
lim

0




 

8. 
x

e x

x 2tg

1
lim

5

0




                                 18. 
xx

x
x arcsin

2cos1
lim

2

0




 

9. 
x

x
x 4tg

arcsin8
lim

0
                             19. 

xx

x
x  20

arcsin6
lim  

10. 
xx

x
x 32

6arctg
lim

20 
                           20. 

x

xx
x arctg8

24
lim

2

0




. 
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